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Abstract. Meshfree Methods have been used as alternatives to Finite Element Method, due to the fle-
xibility in building conforming approximations. Another attractive feature is the capacity of obtaining
approximate solutions of high regularity. Such characteristics can be successfully used to describe state
variables based on the derivatives of the problem solution and responsible for representing the nonlinear
behavior of structures of quasi-brittle material. On the other hand, the lack of the Kronecker-delta pro-
perty, a more complex computation of the shape functions and numerical integration problems represent
drawbacks that can overburden the computational analysis. In nonlinear analysis, the time processing be-
comes an important issue to be considered. Aiming to conciliate the efficiency of finite element analysis
with the flexibility of meshfree methods, coupling techniques for both methods have been proposed, es-
pecially in cases where the nonlinear phenomenon is confined in a small part of the structure. Here, a new
coupling strategy is proposed based on the Global-local Generalized Finite Element Method (GFEM-gl)
to simulate damage propagation in quasi-brittle media. The global domain of the structure is represen-
ted by a coarse mesh of finite elements. The region of damage propagation defines the local domain,
represented by a set of nodes of the meshfree approach called Element Free Galerkin Method (EFG).
This local discretization is responsible for providing a numerically obtained function used to enrich the
approximate solution of the global problem. Numerical examples in two-dimensional domain are pre-
sented to discuss how the meshfree method can efficiently describe the damage propagation, while the
global behavior of the structure is represented by the enriched finite element solution.

Keywords: Meshless Methods, Global-Local Strategy, Physically Nonlinear Analysis, Meshfree Methods,
INSANE.

Resumo. Os Métodos sem Malha tem sido usados como alternativas ao Método dos Elementos finitos
devido a sua flexibilidade na construção de aproximações conformes. Outra caracterı́stica atrativa destes
métodos é sua capacidade de obtenção de aproximações de alta regularidade. Tais caracterı́sticas podem
ser empregadas com sucesso na obtenção das variáveis de estado baseadas nas derivadas da solução do
problema e responsáveis por representar o comportamento não linear de meios parcialmente frágeis. Por
outro lado, fatores como falta de propriedade de delta de Kronecker, funções de forma não polinomiais
e problemas na integração numérica apresentam desvantagens que aumentam o custo computacional da
análise. Na análise não linear, o tempo de processamento se torna um importante fator a ser conside-
rado. Com o objetivo de conciliar a eficiência do Método dos Elementos Finitos com a flexibilidade
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dos Métodos sem Malha, técnicas de acoplamento dos dois métodos foram propostas, especialmente
nos casos nos quais o fenômeno não linear é confinado a uma parte pequena da estrutura. Neste tra-
balho, é proposta uma nova estratégia baseada na abordagem global-local do Método dos Elementos
Finitos Generalizados para simular a propagação de dano em meios parcialmente frágeis. O domı́nio
global da estrutura é representado por uma malha grosseira de elementos finitos. A região onde ocorre a
propagação de dano define o domı́nio local, representado por um conjunto de nós do Método sem Malha
Element Free Galerkin (EFG). A discretização local é responsável por prover funções numericamente
obtidas para enriquecimento da solução aproximada do problema global. Exemplos numéricos bidimen-
sionais são apresentados com o objetivo de discutir como Métodos sem Malha podem descrever de forma
eficiente a propagação de dano, enquanto o comportamento global da estrutura é representado por uma
solução do método dos elementos finitos enriquecida.

Palavras-Chave: Métodos sem Malha, Estratégia Global-Local, Análise Fisicamente Não Linear,INSANE.
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1 Introdução

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é amplamente empregado na mecânica computacional e
diversos estudos têm sido feitos para aperfeiçoá-lo. Desta maneira, a busca por novos métodos numéricos
surge da necessidade de representar fenômenos que não são descritos satisfatoriamente pelo MEF con-
vencional [1]. Fazem parte deste grupo, por exemplo, problemas que envolvam grandes deformações e
a descrição geométrica de propagação de trincas. Nestes casos, as mudanças significativas na geometria
do domı́nio discretizado demandam a contı́nua reformulação da malha quando a análise é feita através
do MEF, o que torna esse tipo de estudo bastante custoso do ponto de vista computacional [2].

Neste contexto, surge um novo grupo de métodos numéricos categorizado como Métodos sem Ma-
lha. Segundo a definição encontrada em Duarte [2], classificam-se como Método sem Malha aqueles
onde as equações que governam o modelo discreto de um problema de valor de contorno não depen-
dem da existência de uma malha bem definida. No MEF, a aproximação da solução é obtida a partir de
interpolações locais em cada elemento. Desta forma, a continuidade da aproximação é garantida pela
conectividade preestabelecida entre os nós.

O emprego destes métodos em todo o domı́nio do problema pode encontrar o obstáculo do encare-
cimento excessivo do processamento, já que um grande número de pontos de integração é necessário (as
aproximações são, geralmente, não-polinomiais e não têm seu suporte associado às células de integração
adotadas) e a conectividade dos nós é definida em tempo de execução. Sendo assim, alguns trabalhos
disponı́veis na literatura reservam a aplicação dos Métodos sem Malha somente a zonas de interesse
limitadas. Uma técnica que emprega os Métodos sem Malha somente nas regiões de interesse é o aco-
plamento de zonas modeladas através de um Método sem Malha àquelas modeladas com elementos
finitos, como em Belytschko et al. [3], Hegen [4], Rao e Rahman [5], Gu e Zhang [6], Yuan et al. [7]
e Liu e Gu [8]. Justifica-se, assim, a proposta deste trabalho de se propor um nova abordagem para a
técnica global-local de Duarte e Babuška [9], onde as funções de enriquecimento do problema global são
obtidas numericamente por meio da solução de problemas locais nas zonas de interesse resolvidos por
um Método sem Malha.

Nos Métodos da Partição da Unidade (Generalized/Extended Finite Element Method - G/XFEM,
Partition of Unity Finite Element Method - PUFEM, Partition of Unity Method - PUM, hp-Clouds) a
aproximação é construı́da com base em funções de Partição da Unidade (PU) enriquecidas, de maneira
extrı́nseca, pela sua multiplicação por uma base de funções especialmente escolhidas para o tipo de
problema a ser descrito. O emprego de uma base extrı́nseca adicional tem por objetivo o aumento da
ordem de consistência da aproximação ou melhora da aproximação com base na inclusão de funções que
contemplem aspectos da solução do Problema de Valor de Contorno (PVC) conhecidos a priori [10].

O enriquecimento extrı́nseco é uma das principais vantagens dos métodos ditos da Partição da Uni-
dade. A eficácia de métodos com PU está ligada à escolha apropriada das funções de enriquecimento
[11]. Funções de enriquecimento adequadas podem ser usadas para modelar fissuras, singularidades,
inclusões, vazios, entre outras particularidades. Para algumas classes de problemas, a construção de
funções de enriquecimento cuja expressão seja adequada ao fenômeno aproximado pode não ser possı́vel.
O trabalho de Duarte e Babuška [9] apresenta um procedimento para construção de funções de enriqueci-
mento para métodos que empregam a Partição da Unidade, a chamada abordagem global-local aplicada
ao GFEM, o chamado GFEM-gl. Conforme apresentado em Gupta et al. [12], fazem parte da classe
de problemas que podem beneficiar-se do emprego do GFEM-gl: os problemas de fissuras em três di-
mensões, os problemas multiescala, os fenômenos não lineares, entre outros.

No GFEM-gl, um PVC local com condições de contorno provenientes da análise de um problema
global grosseiramente discretizado é resolvido. Em seguida, a solução do problema local é utilizada
para formar a base extrı́nseca da solução do problema global. Finalmente, o problema global enrique-
cido é resolvido. Em diversos trabalhos esta estratégia foi empregada com sucesso [11, 13–16], todos
eles construindo-se a aproximação dos modelos global e local por meio da abordagem do G/XFEM. É,
contudo, possı́vel segundo Duarte e Kim [11] empregar outros métodos na discretização dos modelos
locais.
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Neste trabalho, a solução numérica usada para enriquecer o problema global será obtida via Métodos
sem Malha. Espera-se que o fenômeno local seja melhor descrito pelas funções de um Métodos sem
Malha enquanto que o comportamento global continuará sendo descrito pelo MEF/GFEM. A motivação
para o emprego de Métodos sem Malha nos problemas locais da abordagem global-local é baseada em
caracterı́sticas destes métodos tais como versatilidade na construção de aproximações conformes para
problemas especı́ficos, capacidade de obtenção de aproximações de alta regularidade, capacidade de
regularização devido ao caráter não-local e aproximação numérica menos sensı́vel à distribuição nodal
devido à ausência de malha.

Este trabalho está inserido no contexto geral da análise não-linear de meios parcialmente frágeis.
Especificamente, no trabalho aqui enunciado, procura-se desenvolver uma formulação de uma aborda-
gem global-local associada ao Método Element Free Galerkin (EFG) [17] implementando-a no INSANE
(Interactive Structural Analysis Enviroment).

O INSANE [18] é um projeto de software livre em desenvolvimento no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais que torna disponı́vel um ambiente computacional
de código aberto, com caracterı́sticas tais que facilitem sua expansão e manutenção. A linguagem JAVA é
utilizada no desenvolvimento das aplicações do INSANE. Por apresentar vantagens como a portabilidade,
que possibilita a criação de um software cujo funcionamento independe do sistema operacional, e o
suporte ao paradigma da Programação Orientada a Objetos (POO), a utilização da linguagem JAVA
favorece a expansão do software e o trabalho em equipe.

2 Métodos sem Malha

Os Métodos sem Malha surgiram em resposta à algumas limitações do MEF convencional para
tratar problemas que envolvem remalhamento, como, no contexto da mecânica dos sólidos, problemas
de propagação de trincas e de grandes deformações [1]. Os Métodos sem Malha são métodos numéricos
cuja aproximação é definida a partir de nós cuja conectividade não é definida a priori [10]. Nestes
métodos, a conectividade dos nós é definida em tempo de execução. Por isso, este grupo de métodos
mostra-se adequado para problemas de propagação de fissuras, como em Duflot e Nguyen-Dang [19] e
Kumar [20], e grandes deformações, como em Rabczuk e Eibl [21], ou ambos, como em Bordas et al.
[22]. Além disso, alguns tipos de Métodos sem Malha suportam bem a adaptatividade hp [23].

Alguns dos Métodos sem Malha já propostos são:
1. Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), de Monaghan [24, 25];
2. Métodos baseados diretamente nas aproximações de Mı́nimos Quadrados Móveis (Moving Least

Squares - MLS)
(a) Difuse Element Method (DEM), introduzido em Nayroles et al. [26];
(b) Element Free Galerkin Method (EFG), de Belytschko et al. [17];
(c) Finite Point Method (FPM), de Oñate et al. [27], Oñate et al. [28] e Oñate et al. [29];

3. Métodos baseados na definição da Partição da Unidade
(a) hp-Clouds Method, de Duarte [30], Duarte e Oden [31, 32, 33];
(b) Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM), apresentado em Melenk [34], Melenk e

Babuška [35] e Babuška e Melenk [36];
4. Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), de Liu et al. [37, 38];
5. Meshless Local Petrov-Galerkin Method (MLPG), de Atluri e Zhu [39];
6. Wavelet Galerkin Method, proposto por Amaratuga e Williams [40];
7. Famı́lia de Point Interpolation Methods

(a) Point Interpolation Method (PIM), de Liu e Gu [41, 42];
(b) Radial Point Interpolation Method (RPIM), de Wang e Liu [43];
(c) Node-based Smoothed Point Interpolation Method (NS-PIM), de Zhang et al. [44], onde foi

inicialmente proposto como Linearly Conforming Point Interpolation Method (LC-PIM);
(d) Edge-based Smoothed Point Interpolation Method (ES-PIM), de Liu e Zhang [45];
(e) Cell-based Smoothed Point Interpolation Method (CS-PIM), de Liu e Zhang [46];

CILAMCE 2019
Proceedings of the XL Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



D. PINHEIRO, F. BARROS, R. PITANGUEIRA, S. PENNA

Maiores informações sobre os diversos Métodos sem Malha existentes podem ser encontradas em
Belytschko et al. [47], Fries e Matthias [10] e Daxini e Prajapati [48].

2.1 Métodos sem Malha para materiais parcialmente frágeis

São várias as vantagens dos Métodos sem Malha para problemas de Mecânica do Dano Contı́nuo
(MDC) e Mecânica da Fratura em materiais parcialmente frágeis como o concreto. A aproximação
numérica é mais versátil e menos sensı́vel à distribuição nodal, devido a ausência de malha e sua
interpolação possui caráter não local [49]. Além disso, os Métodos sem Malha possuem uma maior
ordem de continuidade, o que naturalmente suaviza o campo de tensões na ponta da trinca [22].

Nas últimas décadas, uma série de trabalhos sobre o estudo de fissuras e dano no concreto foi
desenvolvida. Alguns deles empregaram Métodos sem Malha. Em Tiago e Leitão [50] o EFG foi usado
na análise de dano em vigas de concreto armado. O trabalho de Barros [51] estudou o uso de Métodos
sem Malha como o EFG e o hp-Clouds para análise não-linear fı́sica de estruturas reticuladas. Na tese de
Silva [52], o EFG é empregado na análise fisicamente não-linear de estruturas de concreto. Tanto Barros
[51] quanto Silva [52] constituem estudos focados na aplicação da Mecânica do Dano Contı́nuo (MDC).

Conforme mencionado em Gori [53], durante a fase de amolecimento, os fenômenos de degradação
tendem a se concentrar em determinadas partes do corpo analisado, o que resulta na chamada localização
de deformações. Na ocorrência deste fenômeno, a simulação numérica pode ter a qualidade dos resulta-
dos comprometida devido a fatores como: forte dependência de malha; iniciação prematura de fissuras;
fratura frágil instantânea. Gori [53] investigou problemas de localização de deformações em meios par-
cialmente frágeis por meio de duas técnicas de regularização: emprego do contı́nuo micropolar [54] no
nı́vel da formulação; e emprego dos Métodos sem Malha dos tipos Node-based Smoothed Point Inter-
polation Method (NS-PIM) e o Edge-based Smoothed Point Interpolation Method (ES-PIM) no nı́vel
numérico.

Outros trabalhos como Liu et al. [55], Li et al. [56], Chen et al. [57], Chen et al. [58], Wang e
Li [59] e Pérez Pozo et al. [60], assim como Gori [53], empregam Métodos sem Malha por sua habili-
dade de introduzir propriedades de regularização em problemas com localização de deformações. Em
Liu et al. [55], Li et al. [56], Chen et al. [57], Chen et al. [58] e Wang e Li [59] é empregado o RKPM,
enquanto em Pérez Pozo et al. [60] é empregado o FPM.

Alguns trabalhos buscam tirar proveito do caráter matemático não-local dos Métodos sem Malha,
além da sua alta regularidade, para aplicá-los em problemas com formulação não-local do dano. Em
Askes et al. [61], por exemplo, o EFG é empregado em simulações com formulações não-locais para o
dano.

O Extended Element Free Galerkin (XEFG) foi utilizado em Rabczuk e Zi [62] e Zi et al. [63]
na análise de trincas coesivas. O XEFG também foi empregado em Rabczuk et al. [64] na análise
geometricamente não-linear de estruturas de concreto armado com trincas coesivas em três dimensões.
Em Rabczuk et al. [65], o XEFG foi empregado na modelagem 3D de propagação de fissuras. O XEFG
pode ser visto como um caso particular do hp-Clouds.

Em Ghosh e Chaudhuri [66] e Chaudhuri [67], a fratura no concreto é modelada através de uma
estratégia multi-escala. O concreto é considerado homogêneo na escala macroscópica. Já na escala
mesoscópica, a matriz cimentı́cia é modelada com um Método sem Malha. O método empregado em
ambas as escalas é o XEFG.

Em Dong et al. [68], uma estratégia para estudo da fissuração do concreto é proposta, empregando
um modelo de trinca coesiva combinada ao EFG-P [69], formulação desenvolvida a partir do EFG asso-
ciado ao SPH.

Em Teixeira [70] e Spada et al. [71], são tratados problemas de homogeneização computacional
onde aplica-se o método sem malha escolhido somente na meso-escala, onde a estrutura é considerada
heterogênea. Em Teixeira [70], o EFG é empregado na modelagem numérica do concreto com hete-
rogeneidade. O Elemento de Volume Representativo (EVR), considerando o concreto heterogêneo, é
modelado com o EFG. A partir da solução do PVC no EVR, são estimadas as propriedades mecânicas
macroscópicas do material. Em Spada et al. [71], uma abordagem multi-escala une o MEF, na escala
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macroscópica, aos Métodos sem Malha, na escala mesoscópica, na modelagem de estruturas de alvena-
ria.

2.2 Acoplamento com Método dos Elementos Finitos

Como evidenciado nas seções anteriores, os Métodos sem Malha mostram-se bastante apropriados
para a modelagem de fenômenos de dano e fissuração de diversos materiais, dentre eles o concreto.
Entretanto, o emprego destes métodos em todo o domı́nio do problema pode encontrar o obstáculo do
encarecimento excessivo do processamento, relacionado a busca pelo domı́nio de suporte e à integração
de funções não polinomiais.

Por esta razão, alguns trabalhos disponı́veis na literatura reservam a aplicação dos Métodos sem
Malha somente a zonas limitadas do problema. Uma técnica que emprega os Métodos Sem Malha
somente nas regiões de interesse é o acoplamento de zonas modeladas através de um Método sem Malha
àquelas modeladas com elementos finitos. Os seguintes trabalhos empregam variações desta técnica:
Belytschko et al. [3], Hegen [4], Rao e Rahman [5] e Gu e Zhang [6] com o acoplamento EFG-MEF,
Yuan et al. [7] com o acoplamento RPIM-MEF e Liu e Gu [8] com o acoplamento MLPG-MEF. Além
dos ganhos em termos de desempenho computacional, com o acoplamento com os elementos finitos, as
condições de contorno de Dirichlet podem ser aplicadas diretamente, conforme enunciado em Belytschko
et al. [3]. Em sua implementação do EFG no INSANE, Silva [52] também trabalhou com o acoplamento
com o MEF.

Em Duarte et al. [23], o G/XFEM é utilizado na maior parte do domı́nio, enquanto uma variação do
G/XFEM inspirada nos Métodos sem Malha, o GFEM-Ck de Duarte et al. [72], é utilizada em algumas
regiões de interesse.

2.3 Propriedades dos Métodos sem Malha

A Tabela 1 apresenta um resumo dos trabalhos apresentados nesta Seção com o objetivo de eviden-
ciar as já desenvolvidas aplicações dos Métodos sem Malha. Cada trabalho é associado às propriedades
dos Métodos sem Malha que explora, a classe de problema que trata e a qual Método sem Malha aplica.
São consideradas na Tabela 1, as seguintes caracterı́sticas dos Métodos Sem Malha, indicadas na tabela
segundo esta numeração:

1. versatilidade na construção de funções de forma conformes para problemas especı́ficos;
2. funções podem ser construı́das com grau de suavidade arbitrário;
3. flexibilidade devido à ausência de malha;
4. interpolação possui caráter matemático não local, regularização;
5. possibilidade de acoplamento com elementos finitos;
6. possibilidade de enriquecimento extrı́nseco;
7. possibilidade de enriquecimento intrı́nseco;
8. formulação adequada à adaptatividade.

3 Análise fisicamente não linear via abordagem global-local

O procedimento de análise fisicamente não linear via GFEM global-local foi desenvolvido e imple-
mentado no INSANE por Monteiro [73]. Monteiro [73] adaptou a formulação proposta por Kim e Duarte [13],
na qual cada bloco de análise global-local k é resolvido como descrito a seguir.

1. Resolução do problema global linear (inicial e estimado);
2. Resolução dos problemas locais não lineares com condições de contorno oriundas do problema

global da etapa 1;
3. Resolução do problema global enriquecido com a solução do problema local final da etapa 2.

Neste trabalho, a formulação de Monteiro [73] foi modificada para comportar Métodos sem Malha
no problema local, conforme descrito a seguir.
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Tabela 1. Aplicação dos Métodos sem Malha

Trabalho Propriedades Classe de Problema Métodos sem Malha

Tiago e Leitão [50] 2, 5, 8 MDC, materiais parcialmente frágeis EFG

Barros [51] 2,3, 6 MDC, materiais parcialmente frágeis EFG

Silva [52] 1, 2, 3, 5 MDC, materiais parcialmente frágeis EFG

Gori [53] 4 MDC, materiais parcialmente frágeis, NS-PIM e ES-PIM

localização de deformações

Li et al. [56] 4 Localização de deformações, RKPM

banda de cisalhamento

Liu et al. [55] 3, 4, 8 Mecânica da fratura, grandes deformações, dano, RKPM

hiperelaticidade, elastoviscoplasticidade

Chen et al. [57] 4 Dano elástico, localização de deformações RKPM

Chen et al. [58] 4 Localização de deformações, RKPM

plasticidade, dano elástico

Wang e Li [59] 4 Dano elástico RKPM

Pérez Pozo et al. [60] 2, 4 Plasticidade FPM

Askes et al. [61] 2, 4 Dano não-local EFG

Rabczuk e Zi [62] 7 Trincas coesivas XEFG

Zi et al. [63] 7 Trincas coesivas XEFG

Rabczuk et al. [64] 3, 7 Análise geometricamente não-linear XEFG

estruturas de concreto armado,

trincas coesivas em 3D

Rabczuk et al. [65] 7 Propagação de fissuras 3D XEFG

Belytschko et al. [3] 3, 5 Propagagação de fissuras EFG + FEM

Hegen [4] 5 Mecânica da fratura EFG + FEM

Rao e Rahman [5] 3, 5 Mecânica da fratura elástica linear, EFG + FEM

propagagação de fissuras

Gu e Zhang [6] 5, 7, 8 Mecânica da fratura elástica linear EFG + FEM

Yuan et al. [7] 3, 5, 8 Propagação de fissuras em geomateriais RPIM + FEM

Duarte et al. [23] 2, 5, 6 Elasticidade, domı́nios curvos hp-Clouds + GFEM

3.1 Formulação

Na formulação que se segue e no restante deste trabalho, k, i e j são empregados para designar o
bloco global-local, o passo local e a iteração local, respectivamente. Cada bloco de análise global-local
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k compreende as três etapas descritas a seguir.

Etapa 1. Problema global linear inicial e estimado
Primeiramente, para k = 0, é considerado o seguinte PVC elástico linear de domı́nio Ω̄G = ΩG ∪

∂ΩG em Rn e contorno decomposto em ∂ΩG = ∂Ωu
G ∪ ∂Ωσ

G, respectivamente os contornos de Dirichlet
e Neumman do problema global:

∇ · σ = 0 em ΩG, (1)

σ = C : ε, (2)

u = ū em ∂Ωu
G, (3)

σ · n = t̄ em ∂Ωσ
G, (4)

em que C é o tensor constitutivo elástico, n é o vetor unitário normal a ∂Ωσ
G e ū e t̄ são os vetores de

deslocamentos e de tensões prescritas, respectivamente.
O campo vetorial u0

G,0 é a solução aproximada da forma fraca do problema global inicial definido
nas Equações (1), (2), (3) e (4). Neste trabalho, a solução é obtida via G/XFEM. O enunciado do
problema aproximado na forma fraca é:

Encontre u0
G,0 ∈ χ0

G(ΩG) ⊂ H1(ΩG) ∀ v0
G,0 ∈ χ0

G(ΩG) tal que (5)

∫
ΩG

σ(u0
G,0):ε(v0

G,0)dx +

∫
∂ΩuG

u0
G,0 · v0

G,0ds =

∫
∂Ωσ

G

t̄ · v0
G,0ds +

∫
∂ΩuG

ū · v0
G,0ds, (6)

onde v0
G,0 são as funções teste, χ0

G(ΩG) é a discretização deH1(ΩG), um espaço de Hilbert de ordem 1
definido em ΩG, construı́do pelas funções de forma do método empregado.

A solução u0
G,0 é obtida para a totalidade do carregamento (Fator de Carga λ = 1). Após a obtenção

da solução, u0
G,0 é ajustado em função do passo de deslocamento PDG pré-definido para o problema

global em um nó de controlo adotado. Desta forma, é obtido o fator de carga λ0 definido como:

λ0 =
PDG

u0
G,0,DC

(7)

onde u0
G,0,DC é uma componente de deslocamento do nó de controle adotado.

Para valores de k ≥ 1, a solução ukG,0 é estimada por meio da seguinte expressão:

ukG,0 =
(k + 1)

k
uk−1
G (8)

Etapa 2. Problema local não linear
Um PVC é resolvido de forma incremental-iterativa no domı́nio local ΩL, que contém as nuvens

em que ocorrem os fenômenos locais de interesse. Neste trabalho, o EFG é empregado no problema
local. Desta forma, são empregados na resolução por meio do método Newton-Raphson os resursos
implementados no INSANE por Silva [52].

Este problema tem condições de contorno oriundas da solução global inicial ukG,0 da etapa anterior.
O enunciado do problema é:

Encontre ukL ∈ χL(ΩL) ⊂ H1(ΩL) ∀ vkL ∈ χL(ΩL) tal que (9)
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∫
ΩL

σ(ukL):ε(vkL)dx + η

∫
∂ΩL∩∂ΩuG

ukL · vkLds + κ

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

ukL · vkLds =∫
∂ΩL∩∂Ωσ

G

t̄ · vkLds + η

∫
∂ΩL∩∂ΩuG

ū · vkLds +∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

(t(ukG,0) + κ(ukG,0)) · vkLds, (10)

onde η é o parâmetro de penalidade, κ é o parâmetro de rigidez de Cauchy e χL é a discretização de
H1(ΩL) com as funções de forma do método empregado, neste caso o EFG é empregado na discretização
o domı́nio local.

Etapa 3. Problema global linear enriquecido
Na Etapa 3 é considerado o seguinte PVC de domı́nio idêndico ao definido na Etapa 1:

∇ · σ = 0 em ΩG, (11)

σ = Cs : ε, (12)

u = ū em ∂Ωu
G, (13)

σ · n = t̄ em ∂Ωσ
G, (14)

em que Cs é o tensor constitutivo secante obtido considerando a danificação ocorrida no problema local.
A aproximação construı́da com base na PU pode ser aprimorada por meio de estratégias reunidas

sob a denominação de enriquecimento intrı́nseco ou extrı́nseco. O G/XFEM têm a aproximação enri-
quecida de forma extrı́nseca. O emprego de uma base extrı́nseca adicional tem por objetivo o aumento
da consistência da aproximação ou melhora da aproximação com a inclusão de funções que contemplem
aspectos da solução do PVC conhecidos a priori [10]. Nesta estratégia, famı́lias de funções podem ser
incluı́das na aproximação multiplicando-as pelas funções de PU. O resultado deste produto é uma função
que herda a continuidade da função original e as caracterı́sticas aproximatórias das funções produto. Este
resultado somente é possı́vel graças as propriedades da função original caso seja uma PU. Sendo assim,
a função de forma associada ao nó xj é construı́da pela multiplicação da PU, φj(x), por uma função de
enriquecimento, Lji(x).

ϕj(x) = φj(x)Lji(x) (15)

As funções Lji(x) podem pertencer a uma base de funções Ij definidas como

Ij = {Lji(x)}qji=1 (16)

onde Lji(x) corresponde à “i-ésima” função que multiplica a PU do nó xj , podendo ser polinomial ou
não, e qj representa o número de funções Lji(x) utilizadas.

A aproximação nos métodos que utilizam a estratégia de enriquecimento extrı́nseco apresenta a
seguinte representação geral:

u(x) =

N∑
j=1

φj(x)

{
uj +

qj∑
i=1

Lji(x)bji

}
(17)

Nesta etapa, a solução do problema local ukL (Eq. (10)) é utilizada como base extrı́nseca de enri-
quecimento do problema global. No caso da abordagem global-local, a Eq. (15) é reescrita conforme
mostrado a seguir:

ϕj(x) = φj(x)ukL (18)
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onde φj é a função PU empregada no problema global inicial e ukL é a solução do problema local,
chamada agora de função de enriquecimento global-local.

O enunciado do problema global enriquecido é:

Encontre ukG ∈ χkG(ΩG) ⊂ H1(ΩG) ∀ vkG ∈ χkG(ΩG) tal que (19)

∫
ΩG

σ(ukG):ε(vkG)dx + η

∫
∂ΩuG

ukG · vkGds =

∫
∂ΩσG

t̄ · vkGds +

∫
∂ΩuG

ū · vkGds, (20)

onde χkG(ΩG) é a discretização deH1(ΩG), um espaço de Hilbert de ordem 1 definido em ΩG, construı́do
pelas funções de forma do método empregado. Nesta etapa, qualquer método que suporta o enriqueci-
mento extrı́nseco pode ser utilizado. A aproximação ukG(x) é dada pela Eq. (17), onde Lji(x) contém o
enriquecimento utilizado no problema global inicial e a solução do problema local.

A solução ukG é obtida para a totalidade do carregamento (Fator de Carga λ = 1). Após a obtenção
da solução, ukG é ajustado em função do passo de deslocamento PDG pré-definido para o problema
global. Desta forma, é obtido o fator de carga λkE definido como:

λkE =
(k + 1)PDG

ukG,DC
(21)

onde ukG,DC é uma componente de deslocamento do nó de controle.
O ponto de coordenadas λkEu

k
G e λkE é o ponto correspondente ao bloco de análise global-local k na

trajetória de equilı́brio do problema.

3.2 Parâmetros da análise global-local não linear

Na análise não linear é necessário definir parâmetros como tamanho dos passos de carga, número
máximo de passos, número máximo de iterações, entre outros. Na análise global-local não linear reali-
zada neste trabalho, é necessário definir os seguintes parâmetros:

– Passo global de descolamento - PDG;
– Número de blocos de análise global-local (passos globais);
– Número de passos locais adicionados a cada bloco de análise global-local - PLA;
– Número máximo de iterações locais (para cada passo);
Na Etapa 2 de cada bloco de análise global-local é necessário resolver o problema desde o inı́cio do

carregamento, até o nı́vel de carga do bloco. Desta forma, para que se represente adequadamente o pro-
blema, é necessário que em cada bloco global-local aumente-se a quantidade de passos locais resolvidos.
Desta forma, o número de passos locais resolvidos em cada bloco k é dado por:

NPL = (k + 1)PLA (22)

4 Exemplo Numérico

Nesta Seção são apresentadas simulações numéricas de um painel em L composto de concreto com
a utilização da biblioteca de modelos constitutivos disponı́vel no INSANE [74], com a abordagem global-
local via Métodos sem Malha proposta. Para testar os recursos implementados e avaliar sua performance
na análise fisicamente não linear de meios parcialmente frágeis, os resultados numéricos oriundos desta
abordagem são comparados com resultados experimentais disponı́veis na literatura e com resultados de
análises que utilizam o G/XFEM nos problemas locais (GFEM-gl).

A Fig. 1 apresenta a geometria, o carregamento e as condições de contorno do problema analisado.
Considera-se q = 28N/mm e espessura do painel de 100 mm.

No problema global, o ponto A na Fig. 1 é o ponto cujo deslocamento vertical é considerado na
composição das trajetórias de equilı́brio (no problema global). As condições de contorno essenciais são
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impostas diretamente ao longo dos nós do seguimento BC da Fig. 1. Todos os graus de liberdade são
bloqueados ao longo deste seguimento. No problema global, o material é elástico linear comE0 = 25850
N/mm2 e ν = 0,18.

Adicionalmente, é considerado no problema local modelo de fissuração distribuı́da de direção fixa
com as leis tensão-deformação de Carreira e Chu [75, 76] e estado plano de tensão. As propriedades do
material são E0 = 25850 N/mm2, ν = 0,18, ft = 2,70 N/mm2, fc = 31,0 N/mm2, εt = 0,0001925
e εc = 0,0022. A análise não-linear do problema local é realizada com controle de deslocamentos [77],
aproximação secante do tensor constitutivo e uma tolerância relativa para a convergência em termos de
deslocamento de 0,005. O deslocamento vertical do ponto D da Fig. 1 é o grau de liberdade de controle.
São empregados nos modelos locais do EFG parâmetro de penalidade η = 1013 e 6× 6 pontos de Gauss
por célula.

500 mm
25

0
m

m
25

0
m

m

250 mm 250 mm

q A

B C

D problema
local

y
x

Figura 1. Geometria do painel em L de concreto

A malha global empregada, apresentada na Fig. 2(a), possui 48 elementos e 134 nós. O modelo
local com EFG é apresentado na Fig. 2(b).

(a) Problema Global (b) Problema Local - EFG - 9x16

Figura 2. Problemas global e local

São empregados neste exemplo domı́nios de influência quadrados com funções peso do tipo Cubic
Spline. Como nos modelos utilizados os nós são uniformemente distribuı́dos, o domı́nio de influência
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de cada nó é definido em função do valor d correspondente à medida do lado da célula de integração
quadrada. Com o objetivo de estudar o efeito do tamanho dos domı́nios de influência dos problemas
locais são realizados testes variando o tamanho do domı́nio de influência dos nós.

Desta forma, para as análises com o problema local apresentado na Fig. 2(b), são realizados testes
considerando quatro tamanhos de domı́nio de influência. São usados domı́nios de influência quadrados
de lado é igual a: 2d; 3d; 4d; 5d. Os diferentes tamanhos de domı́nios são apresentados na Fig. 3. Os
testes são feitos com passo global de deslocamento de 0,02 mm e 30 passos locais adicionados a cada
bloco de análise global-local.

(a) Problema Local - EFG - 2d (b) Problema Local - EFG - 3d

(c) Problema Local - EFG - 4d (d) Problema Local - EFG - 5d

Figura 3. Domı́nios de influência

Com o objetivo de avaliar o comportamento da trajetória de equilı́brio do problema global enrique-
cido, são apresentados os resultados de análises realizadas com o MEF em todo o domı́nio do painel.
É empregada neste modelo, apresentado na Fig. 4, nı́vel de discretização semelhante ao empregado no
problema local da Fig. 2(b).

Figura 4. 768 elementos/ células

As trajetórias de equilı́brio das análises com os diversos domı́nios de influência, bem como da
análise do modelo da Fig. 4, são apresentadas nos gráficos da Fig. 5, juntamente com os experimentais
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de Winkler et al. [78].
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Figura 5. Domı́nios de influência

A partir das trajetórias de equilı́brio apresentadas observa-se que a malha da Fig. 4, com mesmo
nı́vel discretização do problema local empregado na análises via abordagem global-local, apresenta tra-
jetória de equilı́brio distante dos resultados experimentais e com indicação tendência de localização das
deformações, vinculada ao grau de refinamento. Tendência essa não observada na análise global-local
com o Método sem Malha.

Ainda, é possı́vel observar que o tamanho dos domı́nios de influência tem bastante impacto sobre
a trajetória de equilı́brio, principalmente sobre o valor de carga máxima encontrado e sobre o compor-
tamento pós-crı́tico (ramo de amolecimento). Desta maneira, observa-se para os casos testados que a
medida em que se aumenta o tamanho do domı́nio de influência, mais rı́gido é o comportamento (maior
é o limite de carga atingido e maior a inclinação da trajetória no ramo ascendente). Estes resultados são
coerentes com os resultados encontrados por Silva [52] na análise não linear com EFG.

5 Considerações finais

Este trabalho empregou a abordagem global-local com EFG no problema local na análise fisica-
mente não linear. Foram utilizados os recursos implementados no INSANE de versões adaptadas/ ex-
pandidas dos trabalhos de Alves [1] e Monteiro [73], respectivamente. A utilidade do emprego do EFG
nos modelos locais foi evidenciada na análise fisicamente não linear de meios parcialmente frágeis por
meio da obtenção de trajetórias de equilı́brio coerentes com os resultados experimentais, sendo que a
possibilidade de aumento do domı́nio de influência dos nós, o que resulta em maior domı́nio de suporte
para os pontos de integração, constitui uma das vantagens do uso do EFG no problema local.
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