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Resumo. Este artigo apresenta um projeto de implementacdo computacional para a solugdo
de problemas com ndo linearidade geométrica por meio do Método dos Elementos Finitos Ge-
neralizados (MEFG), um método que pode ser considerado como uma instancia do Método da
Farticdo da Unidade (MPU). Na andlise com ndo linearidade geométrica, tem-se uma signi-
ficativa distor¢do da malha de elementos devido aos efeitos de grandes deslocamentos e de-
formagoes considerados no cdlculo estrutural, que penalizam a aproximagdo da solugdo feita
a partir do MEF. No entanto, constata-se que o MEFG é menos propenso a ser influenciado
por esta distor¢do na malha, o que o torna mais vantajoso para este tipo de andlise. Assim,
um ambiente computacional existente e desenvolvido no Departamento de Engenharia de Es-
truturas (DEES) da UFMG, que possui meios que permitem andlises estruturais lineares e ndo
lineares, foi expandido de forma a realizar as andlises com ndo linearidade geométrica através
do MEFG. Como forma de validar a implementacdo desta expansdo, os resultados de simu-
lacoes numéricas, para este tipo de andlise, sGo comparados com resultados encontrados na
literatura.
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Andlise Geometricamente Ndo Linear por Métodos Baseados na Particdo da Unidade

1 INTRODUCAO

A proposta deste trabalho € a expansao da plataforma computacional INSANE, permitindo
que sejam realizadas andlises estruturais geometricamente nao lineares por meio de métodos
baseados na parti¢do da unidade, em particular o Método dos Elementos Finintos Generalizados
(MEFG).

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto por Strouboulis, Ba-
buska e Copps (2000) e por Duarte, Babuska e Oden (2000), € uma combinac¢ido do Método dos
Elementos Finitos (MEF) cldssico e do Método da Particio da Unidade (MPU) desenvolvido
por Melenk e Babuska (1996). Em uma andlise via MEFG, o dominio do problema ¢ divi-
dido em malhas de elementos onde sdo construidas as fun¢des de aproximacao, utilizando para
isto, a parti¢cao da unidade associada aos pontos nodais. Estas funcdes, que, usualmente, sdo as
mesmas utilizadas em elementos finitos, sdo entdo enriquecidas nos nés de forma andloga ao
Método das Nuvens-Ap, método apresentado em Duarte e Oden (1996), e que é uma das varia-
coes do método da Particdo da Unidade. Desta maneira, segundo Strouboulis, Babuska e Copps
(2000), ao se incluir essas fungdes de enriquecimento, aumenta-se consideravelmente a precisao
das aproximagdes do MEF cléssico, com a adi¢do de somente alguns graus de liberdade.

As ndo linearidades geométricas, segundo Ribeiro (2009), estdo relacionadas as ndo lineari-
dades da estrutura provenientes de variagdes na geometria, como mudancgas de forma e rotacoes.
E essas variacdes podem levar a estrutura a ter alteracdes considerdveis na configuracao de equi-
librio. Ao se realizar uma anélise estrutural geometricamente nao linear, os resultados serdo tao
mais realistas quanto mais relevantes forem estas variagoes.

Em uma andlise com grandes deslocamentos e deformacgdes via MEF, os elementos gerados
na estrutura sofrem grandes distor¢des, e essas distor¢des penalizam a qualidade de aproxima-
¢do da solucdo de elementos finitos. Alguns trabalhos j4 realizados demonstram que o MEFG
€ menos propenso a ser influenciado por esta distorcdo da malha, tornando-se mais adequado
a sua aplicacdo em problemas com nao linearidade geométrica (Barros, 2002), (Alves; Barros;
Pitangueira, 2013).

Resolver problemas ndo lineares, é encontrar a posi¢do de equilibrio do corpo através da
solucdo de um sistema de equacdes, iterativamente, até que as forcas internas sejam, dentro de
um determinado critério, iguais as forcas externas. Como o processo de solu¢do do sistema deve
ser repetido inimeras vezes, o uso de ferramentas computacionais adequadas torna a solucao
deste tipo de andlise mais vidvel e rdpida.

A plataforma INSANE € um software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), implementado em linguagem
Java. Em sua versdo atual, o INSANE permite a realizacdo de andlises com ndo linearidade
fisica e geométrica através do Método dos Elementos Finitos, esta dltima implementada por
Fonseca (2008) e para andlise fisicamente nao linear pelo MEFG, implementada por Wolenski
et al. (2014).

O objetivo € apresentar a expansdo feita na plataforma INSANE, para que as andlises via
MEFG contemplem a ndo linearidade geométrica. As ferramentas numéricas, ja validadas e dis-
poniveis no INSANE para a solucdo deste tipo de problema, foram modificadas e utilizadas para
uma andlise via MEFG, que se mostra vantajosa por sofrer menor influéncia do efeito negativo
da distor¢do da malha. Assim, este artigo € a primeira parte de um trabalho na qual, procura-
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se mostrar e validar esta expansdo do MEFG para o caso da formulacdo Lagrangiana Total.
Na sequéncia do trabalho, serd também considerada a formulagdo Lagrangiana Atualizada e a
aferi¢cdo do impacto de elevadas distor¢des da malha sobre a discretizagio.

Como forma de apresentar o trabalho realizado, este artigo € dividido da seguinte maneira:
o item 2 € feita uma revisdo tedrica, apresentando os aspectos relevantes sobre os trés principais
temas a serem desenvolvidos, MEFG, nao linearidade geométrica e o INSANE; no item que se
segue (item 3), explica-se de forma clara o trabalho realizado e os exemplos utilizados para sua
validagdo; e ao final, no item 4, tem-se uma discusdo dos resultados obtidos.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) pode ser entendido como uma
extensdao do Método dos Elementos Finitos (MEF) tradicional, adicionando funcdes especiais
para a aproximacao.

O MEFG possui também caracteristicas importantes dos chamados métodos sem malha.
Nestes métodos, segundo Barros (2002), a solu¢do aproximada do problema é construida sem
a necessidade de defini¢cdo de uma malha de elementos, e com base na distribuicdo dos pontos
nodais.

Dentre as variacdes dos métodos sem malha, existem os métodos baseados na defini¢ao da
Particao da Unidade. Para este trabalho, destaca-se o Método das Nuvens-Ap, que tem origem
no Método de Galerkin Livre de Elementos (Belytschko; Black, 1999). A flexibilidade destes
métodos, advinda da falta de conectividade entre os nds utilizados para discretizar o dominio
conduz, contudo, a problemas relacionados a aplicacao das condi¢des de contorno e integragao
numérica.

No método das Nuvens-Ap, diferentemente do método Galerkin Livre de Elementos, utiliza-
se de uma estratégia de enriquecimento da fun¢do de aproximagao, em que as func¢des de forma
originais sdo multiplicadas por fun¢des quaisquer, escolhidas especialmente para o problema.

No MEFG, as aproximacdes sdo inicialmente construidas como no MEF, ou seja, a partir
de fung¢des identificadas com uma malha de elementos. Estas, contudo, s@o interpretadas como
associadas aos nds e seus dominios de influéncia, as nuvens (conjunto de elementos que contém
um mesmo nd). O MEFG herda do método das Nuvens-Ap, a estratégia de enriquecimento
da aproximagdo. Como resultado, problemas como a integracdo numérica e imposi¢ao das
condicdes de contorno sdo superadas como ocorre no MEF, a aproximag¢do ganha uma certa
flexibilidade, oriunda do método das Nuvens-/p, e torna-se menos propensa a sofrer os efeitos
negativos da distor¢do da malha.

Assim, segundo Alves (2012), o MEFG instaura uma ponte entre os dois diferentes méto-
dos, onde, sobre uma malha de elementos finitos faz-se uso de fun¢des da Particdo da Unidade
(PU), e que tem o mesmo enriquecimento proposto pelo Método das Nuvens-Ap.

Formulacao

A caracteristica principal do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) € o uso
da Parti¢cdo da Unidade (PU) em um conjunto de elementos finitos.
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A particdo da unidade pode ser definida como um conjunto de fung¢des cujos valores somam
a unidade em cada ponto x; no dominio, e o problema a ser analisado € que definird o tipo de
func¢do de PU a ser utilizada.

O emprego das funcdes convencionais de MEF (como as fun¢des Lagrangianas), além de
facilitar a aplicacdo do método, verificam diretamente as condicdes de contorno, ao contrario
do que normalmente ocorre no Método das Nuvens-4p (Barros, 2002).

Uma das caracteristicas herdadas do Método das Nuvens-ip pelo MEFG ¢ a discretiza-
¢a0 do dominio do problema em nuvens de elementos, que sdo definidas como as unides de
elementos finitos que partilham um mesmo né no dominio.

Além disso, t€m-se as fungdes de enriquecimento, conhecidas como fungdes de aproxi-
macao local e oriundas das estratégias do Método das Nuvens-Ap. Estas funcdes, escolhidas a
partir de um conhecimento prévio da solug¢@o do problema, devem construir um conjunto de g;
fungdes linearmente independentes e sdo definidas para cada ponto nodal x; como:

de ;
I {1 (%), Ljp(%), oy Lyg(x)} = {L;(x)}2,, com Lji(x) = 1 (1
Estas funcdes, multiplicadas pelas fun¢des de PU, ampliam o espaco de aproximagdo de
elementos finitos, que passa a ter como base um conjunto das fun¢des de aproximagao ¢;;(x):

{1 = Nj(x) x {L;;(x)}{Z;, sem somat6rio em j. (2)

Assim, segundo Alves (2012), as fungdes de forma do MEFG herdam o suporte compacto
da Particdo da Unidade e as caracteristicas da aproximag¢do da fun¢do de aproximacio local.
Com isso, uma funcdo genérica para a aproximagao do problema (no caso deslocamento) é
obtida com a combinacao linear das func¢des de forma de MEF e MEFG:

N q
60 = 3360 L + 3 Ly | ®
j=1 =2
onde u; € o pardmetro associado aos graus de liberdade do MEF e bj; sdo os novos graus
de liberdade, criados pelos enriquecimentos nodais, associados ao MEFG. Quando a PU, se
polinomial, é enriquecida por mondmios, o conjunto de funcdes (2) torna-se linearmente de-
pendente e a matriz de rigidez construida com estas fungdes torna-se positiva semi-definida.
Esta dependéncia, porém, pode ser solucionada ao se utilizar estratégias numéricas propostas
em Strouboulis, BabuSka e Copps (2000), como o procedimento de Babuska, conforme deno-
minado em Barros (2002).

2.2 Analise Geometricamente Nao Linear

Em um problema em que o material seja considerado com comportamento eldstico linear,
e que a estrutura esteja sujeita a pequenos deslocamentos e deformacdes, o seguinte sistema de
equagoes lineares, pode ser obtido via discretizagdo por elementos finitos e baseado na formu-
lacdo de Galerkin:

Ku=F “4)

onde os deslocamentos, representados pela varidvel u, variam linearmente com o acréscimo de
esforcos na estrutura, F e a matriz de rigidez K € considerada constante durante toda a aplicagao
do carregamento.
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Em descri¢des mais realistas do comportamento estrutural, o corpo pode estar submetido
a grandes deslocamentos e deformacdes e a relacdo constitutiva do material ndo € linear. Estes
comportamentos acabam definindo dois tipos diferentes de andlises ndo lineares na mecanica
das estruturas, a andlise fisicamente nao linear, onde apenas a relacdo fensdo x deformagdo do
material € ndo linear, e a andlise geometricamente ndo linear, que considera a possibilidade de
grandes deslocamentos e deformagdes da estrutura. Para este trabalho, serd considerada apenas
a andlise com nao linearidade geométrica.

Em uma andlise ndo linear busca-se encontrar o estado de equilibrio do corpo correspon-
dente as cargas aplicadas e, para isto acontecer, a seguinte equagao deve ser satisfeita:

R-F=0 5)

onde R representa o vetor forcgas internas aplicadas no corpo e F representa as forcas externas
representada na Eq. (4).

O problema da ndo linearidade € justamente conseguir resolver o sistema representado na
Eq. (5), pois a rigidez da estrutura, K, passa a ser uma func¢do dos deslocamentos do corpo,
que sdo as incégnitas a serem determinadas no problema da Eq. (4), criando, desta maneira,
uma interdependéncia desses deslocamentos. Assim, para solucionar este problema de interde-
pendéncia e conseguir determinar o vetor de deslocamentos, usa-se um processo incremental
e iterativo, onde a carga € aplicada gradualmente na estrutura, até se chegar ao equilibrio do
sistema e a relacdo apresentada pela Eq. (5) se aproximar ao maximo de zero.

Existem dois tipos de formulagdes que se propdem a descrever o movimento dos sélidos
deformadveis, e que podem ser empregadas como formas de solucionar problemas com nao line-
aridade geométrica. Sdo elas a formulacdo Lagrangiana, também chamada de material, onde as
grandezas associadas ao corpo deformado sdo referidas a configuracao original (indeformada),
e a formulacdo Euleriana, ou espacial, em que as grandezas sdo atribuidas a configuragdo final
(deformada).

De acordo com Fonseca (2008), a formulacdo Lagrangiana é a mais apropriada para a
andlise nao linear incremental iterativa na mecanica dos sélidos, pois, neste caso, o importante
€ a trajetoria de deformacdes de cada ponto do sélido durante o processo de carregamento. Ja a
formulacao Euleriana vem sendo mais aplicada em problemas da mecénica dos fluidos, pois a
atencdo € focada no movimento do material através de um volume de controle estaciondrio.

A formulacdo adotada neste trabalho é a Lagrangiana, conforme apresentada por Bathe
(1996) e sera descrita nos pardgrafos a seguir.

Na abordagem da andlise incremental Lagrangiana, o equilibrio do corpo em um pseudo-
tempo (chamado simplesmente de tempo) ¢ + At, onde At refere-se a um intervalo de tempo
associado ao passo da aplica¢do do carregamento, € expresso usando o principio dos desloca-
mentos virtuais a partir da seguinte equagao:

A A R
[+Atv A0 A ARV =R R N

onde o lado esquerdo da equagio corresponde ao trabalho virtual interno e “*2*R ao trabalho
virtual externo, na configuracdo ¢ + At, e ainda, ”Atﬂj representa as componentes cartesianas
do tensor de tensdes de Cauchy, d,. a¢€;; corresponde ao tensor de deformagdes correspondente
aos deslocamentos virtuais impostos, 2V ao volume do corpo no tempo correspondente e
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0 associa a varidvel que a ele segue designacdo de virtual. O subscrito a direita se refere a
componente das coordenadas cartesianas.

A expressdo para o trabalho virtual externo, é dada por:

t+At _ t+At B gt+At t+AL ‘S S t+At
R= o [;70ud" 2NV + acs, f70u; dS @)
onde ‘+2!fP representa a componente de forgas externas aplicada por unidade de volume no
tempo t + At, "tAf5 a componente de forga de superficie por unidade de drea, 'tAS; € a
superficie no tempo ¢ + At no qual as forcas de superficie sdo aplicadas e du; caracteriza du;
avaliado na superficie "2 S;.

A dificuldade fundamental na aplicacdo geral da Eq. (6) é que se desconhece a configu-
ra¢do do corpo no tempo t + At, e a mudanca continua na configuracdo do corpo implica em
consequéncias para o desenvolvimento de um procedimento de andlise incremental. Na for-
mulagdo Lagrangiana, por se conhecer a trajetéria de deformacgdes, pode-se fazer referéncia a
uma configuracdo de equilibrio anterior ao tempo ¢t + At para a solu¢io do problema. Existem
duas diferentes formulacdes que possibilitam a escolha desta configuracao de equilibrio, sdo
elas a formulagdo Lagrangiana Total (LT) e a formulagdo Lagrangiana Atualizada (LA). Na for-
mulagdo LT todas as varidveis estaticas e cinematicas sdo referidas na configuragao inicial (no
tempo 0). A formulagdo LA tem procedimento andlogo a LT, porém, com as varidveis referidas
a ultima configuracdo calculada. As duas formulag¢des levam em consideracdo os efeitos cine-
maticos ndo lineares devido a grandes deslocamentos e deformagdes, porém, sdo as relacdes
constitutivas especificadas de tensdo x deformacdo que proporcionam um adequado modelo
para o comportamento de grandes deformacdes. A descricao de Bathe (1996) que se estd se-
guindo € genérica o suficiente para abranger tanto a formulacao total quanto a atualizada, e sera
assim apresentada nesta secdo, porém neste trabalho foram feitas andlises utilizando somente a
formulacao Lagrangiana Total.

Assim, para andlise incremental, certas medidas de tensdo e deformacdo podem ser empre-
gadas para melhor representar a Eq. (6) nas formas Lagrangianas Total e Atualizada, e essas
componentes sdo: o segundo tensor de Piola-Kirchoff, S;;, e o tensor de deformagdes de Green-
Lagrange, ¢;;. Portanto, ao se fazer as substitui¢cOes pertinentes, a Eq. (6) se transforma em:

AV 6+Atsij56+At€ideV :t+At §R (8)
representando a formulacao Lagrangiana Total (LT), e:
a formulagdo Lagrangiana Atualizada (LA).

Na equagdes 8 e 9, o sobrescrito a esquerda indica a configuragdo do corpo em que a

grandeza representada ocorre, € o subscrito a esquerda, em relagdo a qual configuragdo do
corpo em que a grandeza é medida.

Usando as relacdes para a decomposi¢do incremental das tensdes e deformacdes e lineari-
zando as equagdes, obtém-se as seguintes equacdes de equilibrio para as formulacdes LT e LA,
respectivamente:

%)V OCijTSO 6r550 GideV + AV YE)Sij(sonideV :H_At §R — /)V 65@'50 €Z‘jd0V (10)
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[V t Cijmem(st e,-jdtV + [V tTij(StmjdtV :H_At éR — [V tﬂj(St el-jdtV (1 1)

onde (Cyjrs € +Cyps s30 0s tensores incrementais das propriedades dos materiais no tempo t
na configuracdo 0 e t, respectivamente. | S;; representa o segundo tensor de Piola-Kirchoff no
tempo t e tT,-j o tensor de tensdo de Cauchy no tempo t. ge;5, ¢ €5, 075 € ¢7);; SA0 as componentes
de deformacdes incrementais que se dividem em componentes lineares e ndo lineares, referidas
ao tempo 0 e t, como representado pelas seguintes equacoes:

ALt _ _
0 € = o€ T 0€55  0€i5 = 0€; + oMy

+AL . . _
t €ij = t€i55  t€ij = tCij Tt i (12)

onde "¢, e k2%e; sdo as componentes de deformagio que se dividem nas componentes

lineares:

1
t t
065 = 5 ((Jui,j t oW + Uk, 0Uk,j T 0Uk,i ()Uk,j)

1
6 = 5 (¢t g + 115.:) (13)
e nas componentes ndo lineares:
1
071 = 5 0Uk,i 05
1
tNy = 2 t Uk, i t Uk, j (14)

As equacdes 10 e 11 sdo empregadas no cdlculo do incremento de deslocamentos que irdo
atualizar os valores das aproximacdes dos deslocamentos, tensdes e deformagdes corresponden-
tes ao tempo ¢ + At.

O principio basico da andlise ndo linear utilizando a formulacio paramétrica do MEF, assim
como no MEFG, é o mesmo da andlise linear. Deve-se obter as funcdes de interpolagdo (funcdes
de forma) para o elemento finito desejado e, a partir delas, calculam-se as matrizes necessarias
para a andlise (Fonseca, 2008).

Discretizando-se o problema via MEF eou MEFG, a Eq. (10) pode ser substituida pela
seguinte equagdo matricial para a formulagdo LT:

((Kp +) Ky, ) AUY =4 R —f RO (15)
Ja a Eq. (11) assume a sequinte forma matricial para a formulag¢do LA:

GKL +4 KNL) AUY) AR FO-D (16)
Onde:

PKp, !K; = Matrizes de rigidez incrementais de deformagdes lineares

tKyi, 'K yg, = Matrizes de rigidez incrementais de deformagdes néo lineares

+AtR = Vetor de forcas externas aplicadas nos pontos nodais no tempo ¢ + At

F, [F= Vetores de for¢as equivalentes do ponto nodal as tensdes nos elementos (tempo t)

AUU) = Vetor de incrementos de deslocamentos nodais na j-ésima iteragio: ‘UU) =
tgl-H £ AUG)
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Na Tabela 1 sdo reunidas as equacdes na forma integral e na forma matricial para ambas as
formulacdes Lagrangianas.

Tabela 1: Matrizes de Elementos Finitos (Bathe, 1996).

Tipo de Andlise Integral Matriz Correspondente
t+AtR — STt+AteS 70
Ambas i t+Atm:f t+A5fi55uisdos+f E+AEEB 51, 4OV R= LS H of>d°S
Formulagdes osy oy
L 0Cijrs o€rs 6Oeijd°V K 0= (fo BT C tBLd°V>ﬁ
v
Formulagdo . o
Lagrangeana f 0Sij 6ony; A7V fKyi = <f 6BRLGS §Bwid° )ﬁ
Total oy
f §Si; Boe;;d°V 5F =f BT ES dov
oy oy
|| s cersieyav K0 = ( | mic %BLde)ﬁ
v |4
Formulagdo
Lagrangeana ft ‘15 6y d'V Ky 0= <j !B, 1 §BNLdtV>ﬁ
Atualizada v v
f try Bpeyy d'V = f (BTt 4tV
ty ty

Trajetoria de Equilibrio

Em uma formulagdo geral do processo incremental-iterativo, para a obtencdo da trajetdria
de equilibrio de uma anélise ndo linear, as equagdes de equilibrio (15) e (16) podem ser transfor-
madas em uma equacgao que corresponde a iteracdo 7 do passo ¢, € pode ser escrita da seguinte
maneira:

[KJ5_y - {0U}; = 0X; - {P} + {Q})_, (17)
onde,

(K ];_1 ¢ a matriz de rigidez tangente na iteracdo j — 1 do passo ¢, fun¢do do campo de
deslocamentos {U}’_; e obtida, neste trabalho, a partir da soma da parte linear e ndo linear das
matrizes de rigidez indicadas nas equacdes (15) e (16);

{6U }; ¢ o vetor de deslocamentos incrementais da iteracao j do passo ¢;
) )\§ € o incremento do fator de cargas na iteragdo j do passo %;

{P} é o vetor de cargas de referéncia, representado pela soma dos vetores R e F das
equacdes (15) e (16);

{Q};_1 € o vetor de forgas residuais da iteracdo j — 1 do passo 1.

Para a resolucao da Eq. (17), a primeira providéncia a ser realizada, € estipular o incremento

de fator de carga, ¢ )\3-, e o seu calculo varia em funcdo do método de controle escolhido. Com
o valor estabelecido, pode-se obter o incremento do vetor de deslocamentos, {5U } j» que pode
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ser decomposto nas parcelas associadas a carga de referéncia {0U }f e a carga residual {0U }?,
da seguinte forma:

{0U}; = 6); - {0U}Y + {U}¢ (18)
[K]j-1 - {6U}] = {P} (19)
[K]j—1 - {0U}Y = {Q};= (20)

Com os valores encontrados para 0 )\é- e {0U};, as varidveis do problema podem ser atuali-
zadas, através das seguintes equacoes:

A= A1+ 0, @)
U} ={U};-1 +{U}; (22)

Com a atualiza¢do dos deslocamentos, as tensdes internas siao, também, atualizadas. Ao
final de cada iteracdo, o equilibrio do sistema € verificado pelo critério das forgas, a partir do
cdlculo do vetor de forgas residuais, {()};, ou entdo pelo critério dos deslocamentos, mediante
a magnitude do vetor de deslocamentos incrementais {6U };. O processo iterativo sé termina
quando se alcanca determinado critério de convergéncia. Se a convergéncia nao for atingida,
serd necessdario o cdlculo de uma nova itera¢do, a partir do célculo dos valores de {6U }f e

{6U }JQ pelas equacdes 19 e 20, podendo-se assim obter o valor de d\; com uma equacdo de
restricdo que envolve combinagdes das grandezas do problema.

O vetor de cargas residuais da iteracdo j € dado por:

{Q}; =X AP} = {F};, (23)
onde {F'}; é o vetor de forcas equivalentes as tensdes internas ao final da iterac@o j.

Destaca-se ainda, que na primeira iteracdo de cada passo, o vetor de cargas residuais
{Q}j,1 ¢ nulo.

Por ser uma formulacao aplicavel a vérios tipos de métodos de controle, Yang e Shieh
(1990) apresenta um diagrama com os principais passos para um algoritmo genérico de resolu-
¢do do processo incremental-iterativo, como mostra a Fig. 1. Este algoritimo foi implementado
no INSANE em Fuina (2004).

2.3 Sistema INSANE

O sistema INSANE (INterative Structural ANalysis Environment) € um ambiente computa-
cional implementado em linguagem de programacao Java, utilizando a Programacao Orientada
a Objetos (POO) e desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da Uni-
versidade Federal de Minas Gerais (UFMG).

A POO ¢ baseada em classes e objetos e isto permite, segundo Fonseca (2008), que progra-
mas desenvolvidos desta maneira sejam divididos em mdédulos independentes, proporcionando
o seu desenvolvimento por vdrias pessoas, concomitantemente. J4 a linguagem Java, de acordo
com Fonseca (2008), além de ser uma linguagem orientada a objetos, tem a caracteristica de
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Figura 1: Algoritmo para métodos de controle (Fuina, 2004).

ter portabilidade, por ser desenvolvida de forma a ser independente de plataforma, fazendo com
que o codigo possa ser compilado em um sistema operacional e executado em outro. Com
isso, a plataforma INSANE tem como principio ser um ambiente segmentado, amigavel a mu-

dancgas e, assim, ser melhorado e ampliado de forma progressiva, sem necessidade de muitas
modificacdes.

O INSANE pode ser dividido em trés grandes segmentos: o pré-processador, que € a apli-
cacao grafica interativa que oferece ferramentas para inserir dados do modelo de diferentes for-
mas; o processador, como sendo o nicleo numérico do sistema, responsdvel pela leitura dos da-
dos e obten¢do dos resultados das analises dos modelos discretos; e por fim o pos-processador,
que permite ao usudrio a visualizacdo dos resultados ao fim da andlise.

Para a solu¢@o dos problemas na plataforma, a estrutura do niicleo numérico é concentrada
nas relacdes entre duas interfaces, Assembler e Persistence, e duas classes abstratas, as classes
Solution e Model, como pode-se observar na Fig. 2.
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r__——~{ o Persistence |~———

Figura 2: Organizacao do niicleo numérico do INSANE

A interface Persistence é a responsavel por receber os arquivos de entrada gerados no pré-
processamento do programa. Assim, os dados necessarios para descri¢ao do modelo podem ser
organizados, para, entdo, preencherem as informagdes do modelo. Apds a classe Solution obter
os resultados das equacdes, Persistence também € responsdvel por gerar os arquivos com 0S
dados de saida para uma posterior utilizacdo dos resultados.

Ap6s a leitura de dados por Persistence, sao as classes de Model que recebem os dados
armazenados, podendo, assim, representar o modelo discreto a ser analisado. A partir da classe
abstrata Model que se derivam algumas classes, necessarias para poder se distinguir atributos
especificos para determinados tipos de modelos. Dentre estas classe tem-se a classe FemModel,
que € a responsdvel pelos modelos discretos de MEF. Ela possui listas de n6s, elementos, mo-
delos de anélise, fun¢des de forma, degeneracdes, materiais e carregamentos, necessarios para
a descricao da estrutura.

Derivando de FemModel, tem-se a classe GFemModel, que sendo uma classe filha de Fem-
Model, herda todas as caracteristicas presentes nesta classe e, além disso, possui comporta-
mento e atributos especificos do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), como,
por exemplo, uma lista de objetos das classes da heranca de EnrichmentType. A classe Enrich-
mentType é bem especifica para o MEFG, pois € ela que armazena e manipula as informacdes
relacionadas aos tipos de enriquecimento nodal. EnrichmentType € uma classe abstrata, pois
dela derivam classes que implementam tipos especiais de enriquecimento.

Além disso, para a constru¢do da classe Model, tem-se implementado as classes Node,
Element, Shape e ProblemDriver. A classe Node € a encarregada de armazenar todas as infor-
macodes discretas associadas a cada n6 do problema. Especificamente para a andlise via MEFG,
existem as varidveis estaticas CLOUD-SIZE, que representa o tamanho da nuvem deste no, e
ENRICHMENT-TYPE, que referencia um dos tipos de enriquecimento que foram armazenados
na lista de EnrichmentType em GFemModel, pois, desta forma, cada n6 tem a ele associado uma
nuvem, w;, € uma ou mais fungdes de enriquecimento L;(x).

Shape € uma classe abstrata para representar as fungdes de forma, e derivadas de diversos
tipos de aproximacdes diferentes. A hierarquia desta classe € dividida, primeiramente, no tipo
de coordenada utilizada (real ou natural), e logo depois, as coordenadas naturais sao divididas
segundo a geometria dos elementos finitos (unidimensional, triangular, quadrilateral tetraédrica
ou hexagonal).

A classe Element é a responsdvel em representar o elemento do modelo discreto, possuindo
todos os atributos necessarios para sua discretizacdo, como por exemplo, a funcdo de forma, a
lista de pontos de integracdo e lista de nés para formar o elemento. E Element que informa
a interface Assembler todas as grandezas fundamentais para montagem das equagdes finais
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do modelo. Dentre os atributos, existe também um objeto do tipo ProblemDriver, que faz
referéncia a um tipo de problema a ser modelado.

Derivando de ProblemDriver, existem diferentes tipos de problemas e formulagdes de mo-
delos discretos, e dentre eles, a classe SolidMech, que representa as formulacdes para um mo-
delo da mecénica dos so6lidos. As diferentes formulacdes de MEF estdo implementadas no
programa como classes filhas de SolidMech, e dentre elas, a classe Parametric € a classe GFem-
Parametric, que sao responsaveis por fornecer informacgdes relevantes aos elementos paramé-
tricos. A diferenca entre essas duas classes € que GFemParametric usa as coordenadas fisicas
e naturais do elemento para o célculo das funcdes de forma e derivadas, enquanto a classe Pa-
rametric utiliza apenas as coordenadas naturais nos pontos de integracdo, fazendo com que as
aproximacoes pelo MEFG dependam menos da malha, e assim sejam menos penalizadas com
distor¢des no elemento, por exemplo.

Dependendo do tipo do modelo de andlise, € a classe abstrata AnalysisModel que fornece as
informacdes dos modelos matematicos necessdrias aos elementos finitos, como, por exemplo,
o célculo da matriz de deformag¢do. Sua implementacdo € realizada pelas diversas classes que
representam diferentes modelos de andlise, como os modelos em estado plano de tensao (Pla-
neStress), estado plano de deformacdo (PlaneStrain), modelos lineares (Line) e soélidos (Solid).
Neste mesmo contexto, existe a interface GFemAnalysisModel, que possui métodos com ca-
racteristicas especificas para os modelos de elementos finitos generalizados. Assim, uma classe
para um modelo de andlise de um problema via MEFG, como por exemplo as classes GFemPla-
neStress e GFemSolid, implementam a interface GFemAnalysisModel e também sdo derivadas
da classe abstrata AnalysisModel. Com isto, elas possuem métodos gerais dos modelos mate-
maticos e métodos mais especificos para o MEFG.

Ap6s armazenadas as informacdes do modelo nas classes relativas a Model, elas sdo recu-
peradas pela interface Assembler, que possui os métodos necessdrios para montar as matrizes e
vetores do modelo, que, no caso deste trabalho, € representado pela Eq. (17) para os processos
incrementais-iterativos.

Assembler é¢ implementada pela classe FemAssembler, por ser conveniente a diferentes ti-
pos de problemas que podem ser modelados pelo Método dos Elementos Finitos. Derivando de
FemAssembler tem-se a classe GFemAssembler, responsavel por montar a equagdo para mode-
los que serao resolvidos via MEFG.

Ap6s a montagem do sistema de equacdes a ser resolvido, € a classe Solution que soluci-
ona o sistema de equagdo. Por ser uma classe abstrata, possui classes derivadas que dispdoem de
métodos para a solugdo de diferentes tipos de problemas. Dentre essas subclasses tem-se a Ste-
adyState, que representa a solucao de problemas lineares estéticos e, por isso, € a mais simples
delas. SteadyState tem como um de seus atributos, um objeto da classe LinearEquationSystem,
que ¢ a responsavel por resolver o sistema de equagdes lineares.

No enriquecimento da particdo da unidade para a constru¢dao das funcdes de forma do
MEFG, a matriz de rigidez do sistema pode se tornar semidefinida positiva, quando a PU e
as fungdes de enriquecimento sdo polinomiais. Para se resolver este sistema, na classe Line-
arEquationSystem implementou-se o método de processo iterativo, proposto por Strouboulis,
Babuska e Copps (2000).

Para a solug@o de problemas nio lineares, a classe EquilibriumPath é a classe herdeira de
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Solution que generaliza a solu¢cdo de problemas que necessitam determinar as trajetdrias de
equilibrio. De EquilibriumPath surgem mais duas subclasses, a DynamicEquilibriumPath para
o cdlculo de problemas dindmicos, e a StaticEquilibriumPath, que representa a solucdo para
uma andlise ndo linear estatica.

A classe StaticEquilibriumPath possui como atributos objetos do tipo Step e IterativeStra-
tegy. A interface IlterativeStrategy define o método de controle a ser utilizado para obtengdo das
trajetorias de equilibrio, e € algo informado pelo usudrio. Em sua hierarquia estao representados
os diferentes métodos de controle: o controle de carga, o controle de deslocamento, o controle
por trabalho, o controle de comprimento de arco, e controle de arco por variagdo de energia.
Todas as classes possuem os métodos getPredictor( ) e getCorrector( ), que calculam o fator de
carga de cada iteracdo, e também possuem um objeto do tipo Step que terd todas as informagdes
sobre a iteracdo anterior para o calculo do fator de carga.

A interface Step € a que representa o tipo de processo incremental iterativo utilizado na
andlise. Sao implementadas a partir dela as classes StandardNewtonRaphson e ModifiedNew-
tonRaphson, que possuem, respectivamente, métodos incrementais iterativos da formulagao
Newton Raphson padrdo e modificado. Estas classes possuem como atributos um objeto do
tipo Assembler, que informa as matrizes e vetores da equagdo a ser resolvida em cada iteracao
do processo, um objeto da classe LinearEquationSystem, para resolver o sistema de equagdes
algébricas lineares na iteragdo, e um objeto IterativeStrategy, como forma de representar qual
estratégia de iteracdo estd sendo utilizada. Dentre os métodos presentes nas classes, existe o
método setConvergence( ), que cria um objeto do tipo Convergence, podendo, desta maneira,
calcular a convergéncia baseada em for¢a, deslocamento ou ambos, e também o método get-
Convergence( ), responsdvel por verificar a convergéncia da itera¢do corrente.

Expansao da plataforma para a analise com nao linearidade geométrica

Para este trabalho, o objetivo foi que a plataforma soluciona-se problemas com ndo linea-
ridade geométrica via MEFG através da formulacdo Lagrangiana Total.

A formulacdo paramétrica € tratada no MEFG na classe GFemParametric, a exemplo da
Parametric usada no MEF, e ambas derivam de SolidMech e de ProblemDriver (Fig. 3), que
possui apenas métodos gerais para a montagem da equacgdo final do modelo. Com isto, criou-se
a classe GFemGeometricallyNonLinearTl, que é responsavel por fornecer informagdes perti-
nentes aos elementos paramétricos de MEFG especificas a formulacdo Lagrangiana Total. No
momento que o elemento € acionado por Assembler para a montagem da matriz de rigidez, ele
consulta o seu ProblemDriver, que neste caso serd a nova classe GFemGeometricallyNonLine-
arTl, e esta classe fornecerd as matrizes de rigidez linear e ndo linear e o vetor de forcas da Eq.
(15), como indicado na Fig. 3.

O método getLinearIncrementalC € o responsavel pelo cédlculo da matriz de rigidez linear
(K1), o método getNonLinearIncrementalC pelo calculo da matriz nao linear (K ), € 0 mé-
todo getlncrementalC pela soma das duas matrizes, como determinado pela Eq. (15). Ja o
métodogetF € o responsdvel pelo célculo do vetor de for¢as nodais.

Para o célculo correto dessas matrizes de rigidez e do vetor de forcas, adicionando, para
isto, o enriquecimento oriundo do modelo de elementos finitos generalizados, foram necessé-
rias modificacdes em um grupo de classes que implementam a Interface GFemAnalysisModel.
Meétodos existentes nas classes derivadas de AnalysisModel para a anélise via Elementos Fini-
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Figura 3: Diagrama UML parcial da classe ProblemDriver

tos, foram adicionados em GFemAnalysisModel e modificados de maneira que contemplassem
esses enriquecimentos nodais dos modelos do MEFG. Os métodos criados foram getinternalVa-
riablesOperator() para a montagem da matriz B, e getNonLinearInternalVariablesOperator()
para a montagem da matriz By, ambas indicadas nas equagdes da Tabela 1. Os métodos
getNonLinearDuallnternalVariablesMatrix() e getGreenInternalVariables relativos a constru-
¢do do segundo tensor de Piola-Kirchoff (matriz S nas equacdes da Tabela 1), também foram
introduzidos na classe, para que o enriquecimento contido nas matrizes B fossem considerados.

Além dessas modificacdes nos modelos de anélise, introduziu-se dois métodos na classe
GFemElement, para poder recuperar caracteristicas especificas dos modelos de elementos fi-
nitos generalizados. Dentre estes métodos tem-se o getPointGreenlnternalVariables(), que re-
torna o vetor das varidveis internas de Green em um ponto do elemento, e foi criado de maneira
que levasse em consideracao os enriquecimentos nas fungdes de forma, e o getCartesianNo-
dalDisplacementsMatrix, responsavel pela montagem de uma matriz de deslocamentos nodais
do elemento, e sua criacdo foi necessaria para que os deslocamentos dos graus de liberdade
adicionais, devido ao enriquecimento, fossem contabilizados na matriz final.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Ap6s a criagdo da classe GFemGeometricallyNonLinearTl e da introducao de métodos em
algumas classes na plataforma INSANE, foram feitas anélises e comparagdes de resultados de
exemplos propostos por Fonseca (2008), que foram obtidos via Método dos Elementos Fini-
tos, e que estdo indicados nos graficos que se seguem pelas siglas LT-NRP, para o problema
analisado via método de Newton-Raphson padrio, e LT-NRM, para o método modificado. Nas
andlises via Método dos Elementos Finitos Generalizados as siglas utilizadas nos gréficos foram
LT-NRP-MEFG e LT-NRM-MEFG para os métodos de Newton-Raphson padrao e modificado,
respectivamente.

3.1 Coluna Engastada e Livre

Este exemplo consiste em uma coluna engastada em sua extremidade inferior e livre na
outra extremidade, onde € aplicado o carregamento pontual vertical e excéntrico, como apre-
sentada na Fig. 4.
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Figura 4: Coluna engastada e livre

O material na andlise desta coluna foi considerado linear-eldstico isotrépico, cujo médulo
de elasticidade é £ = 12 e o coeficiente de Poisson v = 0,3. As dimensdes usadas para a
coluna foram 1 x 100 x 1, todas em unidade consistente.

Para as analises via MEF e MEFG, foi utilizado um modelo de analise em estado plano de
tensoes (PlaneStress), e a coluna foi discretizada em 50 elementos finitos quadrilaterais de 8
noés para o modelo via Método dos Elementos Finitos e em elementos quadrilaterais de 4 nds
enriquecidos polinomialmente em x e y para se ter uma aproximacao quadratica pelo Método
dos Elementos Finitos Generalizados. A carga de referéncia foi Py = —2,0 x 10~ %uf.

No método de Newton-Raphson padrao foi utilizado o método de controle de carga, em que
se incrementou 0, luc a carga aplicada em cada passo, a tolerancia a convergéncia foi de 0,01
para as forcas e foram necessdrios 90 passos para a convergéncia. J4 no método modificado, foi
necessdrio utilizar o método de controle de deslocamentos generalizados com um incremento
no fator de carga de 0, 5, a tolerincia foi aumentada para 0, 1 e foram necessdrios 1000 passos.
A diferenca existente entre os dois métodos € devido a natureza da trajetdria de cada anélise.

70 \
60 - —LT-NRP Fonseca (2008)

] \ LT-NRM Fonseca (2008)
50
] \ # Wood e Zienkiewicz (1977)
*07 \ — LT-NRP-MEFG
30 \r — LT-NRM-MEFG
. /_4——4——/”_/’//
10 -f'

o0

Fator de Carga

0.0 10,0 20,0 300 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0

Deslocamento Horizontal do Ponto de Aplicacdo da Carga [uc]

Figura 5: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de aplicacio de carga.
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Os resultados das trajetérias de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de apli-
cacgdo da carga € apresentado na Fig. 5.

Além do trabalho de Fonseca (2008), foi utilizado como referéncia o resultado analitico
apresentado por Wood e Zienkiewicz (1977). Pode-se observar a concordancia dos resultados
calculados no INSANE para o modelo de Elementos Finitos Generalizados com os valores ana-
liticos e os fornecidos por Fonseca (2008), que também foram obtidos na plataforma INSANE.

3.2 Portico de Williams

R

0,386
10,243
12,943 ,

Figura 6: Portico de Williams

O Pértico de Williams, apresentado na Fig. 6, € um portico abatido biengastado composto
por um material linear-eldstico isotrépico com médulo de elasticidade £ = 10,3 x 10 f /uc?
e coeficiente de Poisson nulo. A espessura € 0, 753uc.

O portico foi discretizado com 10 elementos quadrilaterais de 8 nds para a andlise via MEF
no INSANE e com elementos quadrilaterias de 4 nds enriquecidos em x e y para o MEFG. O
modelo de andlise foi o estado plano de tensdes (PlaneStress) e a carga de referéncia conside-
rada foi Py = —20, 0uf.

35
/ .
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/s
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/‘ LT-NRP Fonseca (2008)
hd —LT-NRM Fonseca (2008)

20

* + Williams (1964)
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Deslocamento Vertical do Ponto de Aplicacdo da Carga [uc]

Figura 7: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto de aplicacio de carga.

A analise foi feita, tanto para o MEF quanto para o MEFG, utilizando o método de controle
de deslocamentos com um fator de carga de —0, 00325uc incrementado no deslocamento ver-
tical do né de aplicacdo da carga. Foram realizados 200 passos em cada andlise e a tolerancia
para a convergéncia foi de 0, 0001 para as forgas.
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Observa-se no grifico da Fig. 7 uma compatibilidade de resultados das andlises via MEFG
com as andlises via MEF feitas por Fonseca (2008), ambas realizadas no INSANE, e a concor-
dancia com os valores fornecidos por Williams (1964), que apresentou os resultados analitico e
experimental para o portico.

3.3 Portico de Lee
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(a) Pértico para o modelo de MEF (b) Poértico para o modelo de MEFG

Figura 8: Portico de Lee

O Portico de Lee, aprensentado na Fig. 8, € um poértico em forma de L birrotulado que é
amplamente utilizado na validacao de formula¢des ndo lineares.

Em todas as anélises feitas para este portico foi utilizado um material linear-eldstico isotré-
pico, com médulo de elasticidade de £ = 720uf /uc? e coeficiente de Poisson de v = 0, 3. A
sua secdo transversal tem dimensodes de 2uc x 3uc.

A discretizacao usada foi de 41 elementos finitos quadrilaterais, sendo que para o modelo
em Elementos Finitos, esses elementos foram de 8 nés e no modelo de Elementos Finitos Ge-
neralizados os elementos de quatro nés sao enriquecidos pelos mondmios x € y para se ter uma
aproximacdo quadrética. As restricdes do modelo de MEF foram adicionadas nos nds existentes
no meio dos vértices de extremidade dos elementos de 8 nés (Fig. 8(a)). Como os elementos
Q4, utilizados no modelo de elementos finitos generalizados, ndo possuem esses mesmos nos,
optou-se por colocar as restricdes nos nos de extremidade dos elementos, nos cantos internos
do pértico, como indicado pela Fig. 8(b).

O modelo de andlise foi o estado plano de tensdes (PlaneStress), e a carga de referéncia
considerada foi de Py = —2, Ouf. Utilizou-se o método de controle de deslocamento generali-
zado, com o incremento de fator de carga de 0, 01 e foram necessarios 1300 passos, com uma
tolerancia de 0, 001 para as forcas.

O resultado das trajetdrias de equilibrio para o deslocamento horizontal esta indicado na
Fig. 9.Pode-se observar que os valores calculados pelo INSANE para a analise via MEFG
estdo em excelente concordancia com os valores fornecidos em Fonseca (2008) e os também
apresentados por Galvao (2000), e a pequena diferenca existente pode ser devido a mudanga na
posicao das restri¢des do modelo.
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Figura 9: Trajetoria de equilibrio para o deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da carga

4 CONCLUSAO

Em uma andlise com ndo linearidade geométrica, os grandes deslocamentos e deformacgdes
envolvidos podem fazer com que a malha sofra considerdveis distor¢des, e esta distor¢cdo faz
com que se percam alguns termos da equacdo de aproximagdo do elemento, penalizando a
qualidade da solu¢@o pelo MEF. Sabe-se que no MEFG, a aproximac¢do € menos prejudicada,
se comparada com a do MEF, pois a estratégia de enriquecimento é construida nas coordenadas
reais do problema. Tal caracteristica, torna o MEFG bastante adequado para ser utilizado em
andlises com ndo linearidade geométrica.

A plataforma INSANE ja possui um arcabouco de recursos implementados e validados
para a soluc@o de problemas com nao linearidade geométrica via Método dos Elementos Fi-
nitos. Uma vez j4 implementado na plataforma o MEFG, e tendo em vista sua caracteristica
adequada a solugdo deste tipo de problema, neste trabalho se propds a implementacdo da ana-
lise geometricamente nao linear pelo MEFG para a formulagdo Lagrangiana Total. Dado os
resultados dos exemplos apresentados no item 3, conseguiu-se validar o sistema de solucdo
proposto e implementado na plataforma INSANE. Esta comparagdo de resultados foi possivel,
uma vez que a discretizag@o utilizada nos modelos de MEF (elementos Q8) é equivalente a
se utilizar elementos quadrilaterais de 4 nés enriquecidos por x e y no MEFG. A partir desta
primeira etapa de validacdo da implementacdo da formulag¢do Lagrangiana Total, os préximos
passos do trabalho serdo, a implementacio da formulacdo Lagrangiana Atualizada, bem como
sua validacdo, e ao final, a comparacdo entre 0 MEF e o MEFG com relacdo a distor¢do da
malha na descricdo do comportamento ndo linear geométrico.
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