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Resumo. No Método hp-Clouds as funções de forma são construı́das a partir do produto da
Partição de Unidade (PU) com funções de enriquecimento. Uma forma simples de se construir
a PU é através das funções de Shepard, que possuem continuidade diretamente relacionada à
continuidade das funções peso empregadas na sua construção. Na resolução de certas classes
de problemas estruturais, como problemas com plasticidade, dano ou propagação de trincas, a
obtenção de campos de tensão contı́nuos entre as células de integração pode ser vantajosa. A
utilização de aproximações de alto grau de continuidade elimina as descontinuidades do campo
de tensões entre células de integração. Tais aproximações podem ser construı́das a partir do
procedimento de Edwards, modificado para nuvens não convexas, onde a PU é obtida através
de Funções de Shepard e funções de distância especiais. Este procedimento proporciona a
obtenção de funções aproximadoras de continuidade do tipo Ck, com k arbitrário. O desempe-
nho destas funções para a descrição da distribuição de dano em meios parcialmente frágeis é
avaliada em exemplos numéricos, em que a qualidade da integração numérica é avaliada, re-
solvidos na plataforma computacional INSANE (Interactive Structural Analysis Environment).
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CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering

P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editors), ABMEC, Florianópolis, SC, Brazil,
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Desempenho da partição da unidade de elevada regularidade na modelagem do comportamento fisicamente não
linear de meios parcialmente frágeis

1 INTRODUÇÃO
As funções de forma dos Métodos sem Malha (MM) podem ser construı́das de tal maneira

que se obtenha qualquer ordem de continuidade desejada (Fries and Matthias, 2004). No caso
das Partições da Unidade definidas pelo Método dos Mı́nimos Quadrados Móveis (Moving Least
Squares - MLS), ou pelas funções de Shepard, a PU herda das funções peso sua caracterı́stica de
suporte compacto. Além disso, a regularidade da PU depende da base de funções P utilizadas
para se construir a aproximação e da regularidade das funções peso (Belytschko et al., 1994).

Segundo Silva (2012), nos Métodos sem Malha, o uso das funções peso permite que os
nós dentro do domı́nio de suporte que estejam mais próximos do ponto de interesse contribuam
mais do que os pontos mais distantes. Além disso, para funções peso suaves e contı́nuas, a
função aproximadora resultante é compatı́vel, uma vez que os nós entram e saem do domı́nio
gradualmente. Vários tipos de função peso são comumente empregadas na construção da PU
dos métodos que utilizam o MLS ou as funções de Shepard. Exemplos dessas funções são as
spline de segunda, terceira e quarta ordens, diversos tipos de funções exponenciais, a função
gaussiana, entre outras.

Com o objetivo de aproveitar caracterı́sticas vantajosas dos Métodos sem Malha e ao
mesmo tempo contornar alguns inconvenientes como a falta da propriedade do delta de kro-
necker, surge em Duarte et al. (2006) uma abordagem para gerar funções aproximadoras de
elevada regularidade para o GFEM. Conforme proposto em Duarte et al. (2006) as funções de
PU do GFEM são construı́das com base na mesma estratégia do Método hp-Clouds, porém
sobre uma malha de elementos finitos, possibilitando a obtenção de funções aproximadoras de
continuidade do tipo Ck , onde k pode ser arbitrariamente definido. O domı́nio de influência,
ou nuvem ωj , fica associado a uma forma poligonal ou poliédrica, se em 2D ou 3D, correspon-
dente ao conjunto de elementos que compartilham o nó xj . Para se construir uma aproximação
arbitrariamente regular, torna-se necessário empregar uma função peso diferente daquelas uti-
lizadas no EFG e hp-Clouds. Utiliza-se, então, o procedimento de Edwards (Edwards, 1996),
onde a PU é obtida através de Funções de Shepard (Shepard, 1968) e funções de distância es-
peciais. Entretanto, o procedimento de Edwards demanda nuvens convexas. Para transpor essa
limitação, Duarte et al. (2006) propõem a obtenção das funções peso de continuidade Ck, com
k arbitrariamente grande, construı́das a partir de funções booleanas do tipo R, sobre a nuvem
ωj , convexa ou não.

A estratégia proposta por Duarte et al. (2006) é utilizada por Barros et al. (2007) na
construção de um procedimento p-adaptativo para o GFEM com PU de alta regularidade, o
denominado GFEM- Ck. Em Barcellos et al. (2009) e Mendonça et al. (2013), o GFEM- Ck é
aplicado a modelos de placas laminadas de Kirchhoff e de Reddy, respectivamente.

O trabalho de Torres et al. (2015) avaliou os efeitos da alta regularidade da PU na qualidade
da representação de enriquecimentos singulares nas aproximações do G/XFEM nas proximida-
des de fissuras em materiais frágeis. Em Torres et al. (2015), o emprego das aproximações de
elevada regularidade eliminou as descontinuidades de tensão na vizinhança da singularidade,
o que reduziu a propagação de erros. Além disso, a suavidade proporcionou uma melhora na
captura do efeito oriundo do enriquecimento singular.

Em Freitas (2015), o GFEM-Ck é empregado na escala local da abordagem global-local
do GFEM ((Duarte and Kim, 2008)) para a análise de problemas bi-dimensionais de plastici-
dade confinada, em procedimento semelhante ao proposto em citetKimDuarteProenca2012 é
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aplicado a problemas de plasticidade confinada bidimensional.

O INSANE é um projeto de software livre em desenvolvimento no Departamento de En-
genharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais que torna disponı́vel um am-
biente computacional de código aberto, com caracterı́sticas tais que facilitem sua expansão e
manutenção. A linguagem JAVA é utilizada no desenvolvimento das aplicações do INSANE.
Por apresentar vantagens como a portabilidade, que possibilita a criação de um software cujo
funcionamento independe do sistema operacional, e o suporte ao paradigma da Programação
Orientada a Objetos (POO), a utilização da linguagem JAVA favorece a expansão do software e
o trabalho em equipe.

A Partição da Unidade de elevada regularidade (funções Ck) foi implementada no INSANE
no contexto dos Métodos sem Malha por Pinheiro et al. (2015), onde a implementação foi
validada para problemas lineares. Em Pinheiro (2016) as classes necessárias para análise não
linear por meio do Método hp-Clouds a partir da implementação do hp-Clouds de Pereira (2015)
e da análise não linear via EFG de Silva (2012) foram incluı́das no INSANE.

O trabalho Pinheiro et al. (2017) utilizou a Partição da Unidade de alta regularidade para
a análise fisicamente não linear de meios parcialmente frágeis com o emprego da biblioteca de
modelos constitutivos de Penna (2011); Gori et al. (2017) existente no INSANE. Em Pinheiro
et al. (2017) foi observado que a alta regularidade beneficia a análise não linear de estrutu-
ras compostas de materias parcialmente frágeis, produzindo com a PU de alta regularidade
trajetórias de equilı́brio que se aproximaram mais dos resultados experimentais do que os re-
sultados de MEF com discretização e grau de aproximação equivalente. No presente trabalho,
avalia-se novos aspectos numéricos do mesmo problema da placa em L de concreto de Win-
kler et al. (2004) apresentado em Pinheiro et al. (2017). São avaliados aspectos tais como a
influência do número de pontos de integração sobre a trajetória de equilı́brio e sobre o número
de iterações para cada passo da análise não linear.

2 OBTENÇÃO DAS FUNÇÕES DE ALTA REGULARIDADE

2.1 Definição da Partição da Unidade

De acordo com Oden and Reddy (1976), uma classe de funções φj(x) em um domı́nio Ω

em Rn, cuja envoltória é formada pela união dos conjuntos abertos {Gj}Nj=1, forma uma partição
da unidade se apresentar as seguintes propriedades:

1. φj(x) ∈ C0
∞(Gj)

2.
∑n(x)

j=1 φj(x) = 1

3. φj(x) ≥ 0 em Ω;

4. Todo sub-conjunto compacto de Ω intercepta um número finito de suportes de φj(x).

2.2 Funções de Shepard

Para uma base de funções P = {1}, é possı́vel obter-se uma classe de funções denominadas
de funções de Shepard. Tais funções foram desenvolvidas por Shepard (1968) e são anteriores
ao advento do MLS. A PU construı́da a partir dessas funções é definida por:
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φj(x) = Wj(x− xj)/

n(x)∑
r=1

Wr(x− xr) (1)

onde Wj é a função peso. A função Wj possui suporte compacto, isto é, apresenta valores
diferentes de zero somente para pontos da nuvem ωj .

É possı́vel verificar que:
n(x)∑
j=1

φj(x) =

n(x)∑
j=1

{
Wj(x− xj)∑n(x)
r=1 Wr(x− xr)

}
= 1 (2)

o que garante que φj constitui uma PU.

Os demais critérios que caracterizam uma PU também são atendidos pelas funções de She-
pard, a depender da continuidade das funções Wj .

2.3 Funções de continuidade C∞ para nuvens convexas
Para o caso de uma malha em duas dimensões, com nuvens convexas e funções de aresta ex-

ponenciais, a continuidade C∞ das funções Wj é garantida pelo uso do procedimento proposto
por (Edwards, 1996) para a obtenção da PU, conforme resumido a seguir.

Inicialmente, são definidas as funções de aresta, εj,i(x), associadas com a nuvem ωj . Tais
funções tendem a zero suavemente a medida que se aproximam da aresta i e são maiores que
zero em pontos do interior da nuvem.

εj,i(x)
def
=

 e−ξi(x)−γ , ξi > 0

0 , ξi(x) ≤ 0
(3)

onde γ é uma constante positiva e ξi(x) = ni · (x−bi) é a distância entre a posição x e a aresta
i, conforme Fig. 1.

Com o objetivo de garantir que todas as funções de aresta possuam o mesmo valor em um
mesmo ponto xj da nuvem, ou seja, εj,i(xj) = εj,k(xj) para todas as arestas i e k de ωj , é
definido o vetor ni:

ni =

(
1− 2γ

ln β

)1/γ

· |n̂i · (x− bi)|−1 · n̂i (4)

onde n̂i é um vetor unitário na aresta i que aponta para o interior da nuvem e β é uma constante
positiva. A função peso Wj(x) é definida pelo produto das funções de aresta da nuvem:

Wj(x) = ecj
Mj∏
i=1

εj,i(x) (5)

onde Mj é o número de arestas da nuvem ωj e cj = Mj (1− 2γ/ln β)−1 é um fator de escala
(Duarte et al., 2006).
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Figura 1: Nuvem convexa (Barros et al., 2007)

2.4 Funções de continuidade Ck para nuvens não convexas

Para nuvens não convexas as funções de aresta definidas anteriormente apresentarão valo-
res nulos no interior da nuvem, o que conduzirá a valores nulos das funções peso no interior da
nuvem, Fig. 2. Para contornar esse problema, as funções R (Shapiro, 1991) foram empregadas
em Duarte et al. (2006) na criação de funções peso adequadas para nuvens não convexas. As
funções R são funções booleanas, reais e com propriedade de terem seu sinal definido comple-
tamente pelos sinais de seus argumentos. A função definida a seguir é a função conjunção R
com dois argumentos:

(x ∨kα y)
def
=

1

1 + α

(
x+ y +

√
x2 + y2 − 2αxy

) (
x2 + y2

)k/2 (6)

onde −1 < α(x, y) < 1 é uma função simétrica arbitrária, ∨ é o operador lógico da conjunção
“ou” e k é um inteiro positivo.

Em Duarte et al. (2006) é empregada a seguinte função R (Rk
0):

(x ∨k0 y)
def
=
(
x+ y +

√
x2 + y2

) (
x2 + y2

)k/2 (7)

Esta função é analı́tica em todo domı́nio, com exceção da origem x = y = 0. Na origem, ela é
k vezes diferenciável. Além disso, a propriedade

(x ∨k0 y)

 = 0⇔ x = 0 and y = 0

> 0 ∀ x > 0 or y > 0
(8)

possibilita a utilização desta função na construção de uma nova função de aresta associada a
duas arestas adjacentes da nuvem não convexa correspondente ao nó reentrante.

Por exemplo, para os lados m e n da nuvem da Fig. 2, a função de aresta será:

εj,mn(x)
def
=

(
εj,m(x) ∨k0 εj,n(x)

)(
εj,m(xj) ∨k0 εj,n(xj)

) (9)
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Figura 2: Nuvem não convexa (Barros et al., 2007)

O termo no denominador é o fator de escala e k é uma constante inteira escolhida de acordo
com o grau de suavidade desejado para a função. Ao utilizar-se a função εj,mn(x) no lugar de
εj,m(x) e εj,n(x), um nova expressão é obtida para a função peso Wj(x):

Wj(x) =

ecj Mj∏
i=1

εj,i(x)

 εj,mn(x) (10)

A função acima definida não apresenta valores nulos no interior da nuvem e será no mı́nimo
diferenciável k vezes.

3 ANÁLISE NÃO-LINEAR DE ESTRUTURAS COMPOSTAS DE MA-
TERIAIS PARCIALMENTE FRÁGEIS

O concreto é conhecido por sua alta resistência a compressão quando comparada com sua
baixa resistência a tração. Esta é uma das razões pela qual o concreto fissura mesmo quando
submetido a pequenas cargas estáticas. A nucleação e propagação de fissuras é uma das fontes
do comportamento altamente não linear do concreto. Além disso, em materiais semi-frágeis
a Zona de Processo de Fratura (ZPF), onde ocorre a iniciação, crescimento e coalescência de
micro-fissuras, é grande quando comparada ao tamanho de estruturas de pequeno e médio porte.
Esta caracterı́stica impossibilita a aplicação da mecânica da fratura elástica linear.

A degradação do concreto pode ser modelada por meio de uma abordagem tanto contı́nua
quanto discreta. Na abordagem discreta, a fissura é introduzida geometricamente no modelo.
Por outro lado, nas abordagens contı́nuas, o comportamento não-linear do concreto é levado em
consideração por meio do modelo constitutivo.

O trabalho de Ngo and Scordelis (1967) é uma das primeiras aplicações da modelagem
discreta de fissuras no concreto. A fissura descrita geometricamente propaga quando um dado
nı́vel de tensão de tração é atingido. O trabalho de Nilson (1968) é semelhante ao de Ngo and
Scordelis (1967), entretanto, em sua abordagem, o material é considerado não-linear. Desenvol-
vimentos recentes foram feitos no campo da fratura discreta para superar sua alta dependência
da malha.
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A abordagem da fissuração distribuı́da foi inicialmente proposta por Rashid (1968) e de-
senvolvida posteriormente por Suidan and Schnobrich (1973); Bažant and Oh (1983); Rots et al.
(1985), entre outros. Nos modelos de fissuração distribuı́da as fissuras não são fisicamente re-
presentadas. As fissuras são levadas em consideração através de uma perda de rigidez da zona
danificada, ou seja, a deterioração do meio é representada por meio de uma relação constitu-
tiva. Estes modelos são formulados em um sistema de coordenadas locais definido pelos eixos
de coordenadas locais. Os modelos de fissuração distribuı́da podem ser de direção fixa, onde a
direção da fissura é definida na nucleação e permanece fixa durante toda a análise, ou de direção
variável, onde a orientação da fissura varia de acordo com a rotação dos eixos principais.

Juntamente com os modelos de fissuração distribuı́da, a teoria do dano contı́nuo surgiu
como uma alternativa para modelar o comportamento estrutural de materiais semi-frágeis. Um
dos primeiros modelos de dano aplicados a esses materiais foram os modelos de dano escalar
de Mazars (1984) e Mazars and Pijaudier-Cabot (1989). A degradação das propriedades do
material é representada por um conjunto de variáveis de dano.

São várias as vantagens dos Métodos Sem Malha para problemas de mecânica do dano
contı́nuo e mecânica da fratura de materiais parcialmente frágeis como o concreto. Estes
métodos são mais flexı́veis devido a ausência de malha e sua interpolação possui caráter não
local (Rabczuk and Belytschko, 2006). Além disso, os Métodos Sem Malha possuem uma
maior ordem de continuidade, o que naturalmente suaviza o campo de tensões na ponta da
trinca (Bordas et al., 2008).

Nas últimas décadas, uma série de trabalhos sobre o estudo de fissuras e dano no concreto
foi desenvolvida. Alguns deles empregaram Métodos Sem Malha. O trabalho de Barros (2002)
estudou o uso de Métodos Sem Malha como o EFG e o hp-Clouds para análise não-linear fı́sica
de estruturas reticuladas. Na tese de Silva (2012), o EFG é empregado na análise fisicamente
não-linear de estruturas de concreto. Tanto Barros (2002) quanto Silva (2012) constituem estu-
dos focados na aplicação da Mecânica do Dano Contı́nuo (MDC).

Alguns trabalhos buscam tirar proveito do caráter matemático não-local dos Métodos Sem
Malha, além da sua alta regularidade, para aplicá-los em problemas com formulação não-local
do dano. Em Askes et al. (2007), por exemplo, o EFG é empregado em simulações com
formulações não-locais para o dano.

O Extended Element Free Galerkin (XEFG) foi utilizado em Rabczuk and Zi (2007) e Zi
et al. (2007) na análise de trincas coesivas. O XEFG também foi empregado em Rabczuk et al.
(2008) na análise geometricamente não-linear de estruturas de concreto armado com trincas
coesivas em três dimensões. Em Rabczuk et al. (2010), o XEFG foi empregado na modelagem
3D de propagação de fissuras. O XEFG pode ser visto como um caso particular do hp-Clouds.

Em Ghosh and Chaudhuri (2013) e Chaudhuri (2013), a fratura no concreto é modelada
através de uma estratégia multi-escala. O concreto é considerado homogêneo na escala ma-
croscópica. Já na escala mesoscópica, a matriz cimentı́cia é modelada com um Método sem
Malha. O método empregado em ambas as escalas é o XEFG.

Em Dong et al. (2010), um método para estudo da fissuração do concreto é proposto. O
método proposto tem suas bases em Rabczuk and Belytschko (2004), trabalho que define uma
versão do EFG associada a métodos de partı́culas, chamada de EFG-P.

Em Teixeira (2012) e Spada et al. (2015), são tratados problemas de homogeneização com-
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putacional onde aplica-se o método sem malha escolhido somente na meso-escala, onde a es-
trutura é considerada heterogênea. Em Teixeira (2012), o EFG é empregado na modelagem
numérica do concreto com heterogeneidade. O Elemento de Volume Representativo (EVR),
considerando o concreto heterogêneo, é modelado com o EFG. A partir da solução do PVC no
EVR, são estimadas as propriedades mecânicas macroscópicas do material. Em Spada et al.
(2015), uma abordagem multi-escala une o MEF, na escala macroscópica, aos Métodos Sem
Malha, na escala mesoscópica, na modelagem de estruturas de alvenaria.

4 EXEMPLO NUMÉRICO

Simulações numéricas de um painel em L composto de concreto analisado numericamente
e experimentalmente por Winkler et al. (2004) são apresentados para avaliar a performance
de métodos da Partição da Unidade na análise fisicamente não linear de meios parcialmente
frágeis. Avalia-se novos aspectos numéricos do mesmo problema da placa em L de concreto
de Winkler et al. (2004) apresentado em Pinheiro et al. (2017). Avaliam-se neste exemplo a
influência do número de pontos de integração sobre a trajetória de equilı́brio; a influência do
número de pontos de integração sobre o número de iterações para cada passo da análise não
linear; e a sensibilidade da energia de deformação em relação a variação do número de pontos
de gauss empregados na análise linear do mesmo painel em L.

A Fig. 3 apresenta a geometria, o carregamento e as condições de contorno do problema
analisado. Considera-se l = 250mm, q = 28N/mm e espessura do painel de 100mm. O ponto
A na Fig. 3 é o ponto cujo deslocamento vertical é considerado na composição das trajetórias
de equilı́brio. As funções de forma dos modelos apresentados possuem propriedade do delta
de Kronecker, sendo assim, as condições de contorno essenciais são impostas diretamente ao
longo dos nós do seguimento BC da Fig. 3. Todos os graus de liberdade, inclusive os oriundos
do enriquecimento extrı́nseco, são bloqueados ao longo deste seguimento.

Ainda, nas simulações numéricas será considerado modelo de fissuração distribuı́da de
direção fixa com as leis tensão-deformação de Carreira and Chu (1985, 1986) e estado plano de
tensão. As propriedades do material sãoE0 = 25850 N/mm2, ν = 0.18, ft = 2.70 N/mm2, fc =
31.0 N/mm2, εt = 0.0001925 and εc = 0.0022. Os parâmetros dos modelos com funções Ck são
k = ∞, β = 0.6 e γ = 0.3. A análise não-linear foi realizada com controle de deslocamentos
generalizados (Yang and Shieh, 1990), aproximação secante do tensor constitutivo, 0.020 de
incremento do fator de carga a cada passo e uma tolerância relativa para a convergência em
termos de deslocamento generalizado de 0.0001.

Uma série de simulações é feita com o método hp-Clouds com funções Ck. São analisados
vários modelos com todos os nós com enriquecimento polinomial de primeiro grau, sendo que
o número de pontos de integração varia entre os modelos. Os modelos possuem 48 células de
integração, com vértices coincidentes com os nós da Fig. 4.

A Eq. (11) mostra as funções de forma enriquecidas para um dado nó j para o enriqueci-
mento do primeiro grau. O nó enriquecido com monômios do primeiro grau possui 6 graus de
liberdade por nó enriquecido.

ΦT
j =

[
φj

x−xj
hxj

φj
y−yj
hyj

φj

(
x−xj
hxj

)(
y−yj
hyj

)
φj

]
, (11)
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Figura 3: Geometria do painel em L de concreto

Figura 4: Geometria do modelo - 48 células de integração

Além de serem funções racionais e não polinomiais, as funções de elevada regularidade
empregadas são altamente oscilatórias, o que requer um grande número de pontos de integração
para a obtenção dos elementos da matriz de rigidez (Mendonça et al., 2013). No presente
trabalho avalia-se a influência no número de pontos de integração na performance da Partição
da Unidade de elevada regularidade aplicada a problemas fisicamente não lineares de meios
parcialmente frágeis. Testes foram feitos com os seguintes números de pontos de integração
por célula: 3× 3, 4× 4, 5× 5, 6× 6, 7× 7, 8× 8, 9× 9 e 10× 10.

As trajetórias de equilı́bro dos modelos analisados encontram-se apresentadas na Fig. 5. A
Fig. 6, por sua vez, mostra a energia de deformação versos a raiz quadrada do número de pontos
de integração usados na análise linear de um modelo com PU de alta regularidade enriquecido
com funções de primeiro grau. A partir de 6 × 6 pontos de integração por célula os resultados
para o modelo enriquecido com o primeiro grau mostraram resultados satisfatórios em termos
de estabilidade da trajetória de equilı́brio e de convergência da energia de deformação, o que
condiz com os resultados da análise não linear. A Tab. 1 mostra o fator de carga máximo e
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deslocamento correspondente para cada modelo analisado. É informado também o passo da
análise em que o máximo fator de carga ocorreu. Os dados da Tab. 1 também indicam que o
modelo com 6 × 6 pontos de integração apresenta resultados satisfatórios em termos de carga
máxima alcançada na trajetória de equilı́brio. Vale lembrar que o valor de 6 × 6 pontos de
integração foi encontrado para este modelo especı́fico enriquecido somente com funções do
primeiro grau. Em Pinheiro et al. (2017), por exemplo, o valor considerado satisfatório para o
modelo enriquecido até o segundo grau foi de 7× 7 pontos de integração por célula.
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Figura 5: Trajetórias de equilı́brio obtidas com modelo de fissuração distribuı́da

Tabela 1: Fator de carga (FC) máximo e deslocamento correspontente em função do número de pontos de
integração empregado Ck

número de pontos de integração FC máximo uy passo

3× 3 0.97193 0.15038 60

4× 4 1.18486 0.18826 80

5× 5 1.19519 0.18884 80

6× 6 1.16385 0.18284 77

7× 7 1.15167 0.18046 76

10× 10 1.16354 0.18262 77
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A Fig. 7 mostra o número de iterações para alcançar o equilı́brio para cada passo de carga
dos modelos analisados. Para todos os modelos foram necessários somente duas iterações na
maior parte da análise. Como esperado, mais iterações são necessárias quando a trajetória de
equilı́brio muda de direção. Os modelos com 3 × 3 e 4 × 4, menos estáveis, apresentaram um
número total de iterações ligeiramente superior ao dos demais modelos.

5 CONCLUSÕES

Foram abordados conceitos importantes referentes à Partição da Unidade, às Funções de
Shepard e às funções peso de elevada regularidade. Verificou-se que, como esperado, uma
quantidade de pontos de interação significantemente maior do que a empregada no MEF (2×2)
é necessária. Ainda, foi possı́vel observar que um teste simples, com comportamento linear do
material, de convergência de energia de deformação é capaz de conduzir a valores adequados
de pontos de integração para serem utilizados na análise fisicamente não linear. Apesar de
aumentar o custo computacional em relação ao uso de uma PU polinomial, o uso da PU de
alta regularidade propiciou, conforme observado em trabalhos anteriores (Pinheiro et al., 2017),
melhora nas trajetórias de equilı́brio analisadas, tornando o pico e o comportamento pós crı́tico
mais próximo dos resultados experimentais. Desta forma, avalia-se que o ideal em termos de
otimização do custo computacional é empregar a PU de alta regularidade somente nas zonas
especı́ficas dos modelos analisados.
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õe

s 7× 7 - 1090 iterações

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500
0

2

4

Passo de carga

It
er

aç
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Concreto com o Método de Galerkin Livre de Elementos. PhD thesis, Escola Politécnica
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