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Abstract. No Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) a aproximagdo é cons-
truida com base em fungoes de Particdo da Unidade (PU) enriquecidas pela sua multiplicagcdo
por funcoes especialmente escolhidas para o tipo de solugcdo a ser descrita. Esta é a mesma
estratégia proposta no Método Sem Malha das Nuvens hp. A principal diferenca entre estas
duas abordagens de aproximacdo numérica para problemas de valor de contorno é o tipo de
PU adotado. No MEFG sao utilizadas as funcoes Lagrangianas de primeira ordem de con-
tinuidade C°, também empregadas nas formulagées do Método dos Elementos Finitos. Jd no
Método das Nuvens hp sdo usadas funcoes de minimos quadrados moveis propostas para este
fim no Método dos Elementos Livres de Galerkin. Em (Duarte et al., 2006) e em (Barros et al.,
2007) as fungoes de PU do MEFG sdo construidas com base na mesma estratégia do Método
das Nuvens hp, possibilitando a obtencdo de fungcoes aproximadoras de continuidade do tipo
C* , onde k pode ser arbitrariamente definido. Neste trabalho, a particdo da unidade de ele-
vada regularidade é utilizada no Método das Nuvens hp. Esta estratégia é implementada na
plataforma computacional INSANE (Interactive Structural Analysis Environment) e seu desem-
penho é avaliado em exemplos numéricos. Keywords: MEFG, Método das nuvens hp, Particdo
da unidade, funcées C*
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1 INTRODUCAO

No método das Nuvens hp proposto por (Duarte, 1996) as func¢des de forma sdo construidas
a partir do produto da Particio de Unidade (PU) com as fun¢gdes denominadas de enriqueci-
mento. Dentro da abordagem dos métodos sem malha, uma forma simples de se construir a PU
€ através das funcoes de Shepard, que possuem continuidade diretamente relacionada a conti-
nuidade das func¢des peso pelas quais sdo construidas. Caso se queira recuperar a propriedade
do Delta de Kronecker, ou seja, possibilitar a aplicacdo direta das condi¢des de contorno, pode-
se fazer com que o dominio de influéncia de um né z;, chamado de nuvem wj, seja formado
pelas células de integra¢do que compartilham o no z;.

A utilizagdo de aproximacodes de alto grau de continuidade elimina as descontinuidades do
campo de tensdes entre células de integracdo. Tais aproximacdes sdo construidas a partir do
procedimento de Edwards (Edwards, 1996), onde a PU € obtida através de Funcdes de She-
pard (Shepard, 1968) e funcdes de distancia especiais. Entretanto, o procedimento de Edwards
demanda nuvens convexas. Para transpor essa limitacdo, Duarte et al. (Duarte et al., 2006)
propdem a obtencio das fungdes peso de continuidade C*, com k arbitrariamente grande, cons-
truidas a partir de fun¢des booleanas do tipo R sobre a nuvem w;, convexa ou nao.

Os Métodos sem Malha possuem grande flexibilidade na construcdo de aproximacdes con-
formes, entretanto, um grande nimero de pontos de integracio é geralmente necessario. Uma
alternativa que ameniza este problema, além de facilitar a implementacdo dos Métodos sem Ma-
lha, € o emprego da malha de elementos finitos para a constru¢ao de uma Particao da Unidade
arbitrariamente suave (Duarte et al., 2006, 2004). Neste caso, o método ndo € mais propriamente
sem malha. Entretanto, mantém caracteristicas atrativas do Métodos sem Malha, tais como a
propriedade da Particdo da Unidade e a alta regularidade da aproximagao (Freitas, 2015).

Neste trabalho, a particdo da unidade de grau de continuidade arbitrario € empregada no
Método das Nuvens hp. Esta estratégia é implementada na plataforma computacional INSANE
(Interactive Structural Analysis Environment).

A Particdo da Unidade, juntamente com as Funcdes de Shepard e as fungdes peso de conti-
nuidade C'*°, para nuvens convexas, € Ok, para nuvens nao convexas, sao apresentadas na Secao
2. O Método dos Minimos Quadrados Mdéveis (MMQM) € descrito na Sec¢do 3. O Método das
Nuvens hp € discutido em 4. O Método dos Elementos Finitos Generalizados €, por sua vez,
discutido na Se¢do 5. A plataforma computacional INSANE e os novos recursos nela imple-
mentados sdo apresentados na Secdo 6. Na Secdo 7 sdo apresentados os exemplos numéricos
para a validacao e justificativa de relevancia dos recursos implementados. Finalmente, a con-
clusdo € apresentada na Secao 8.

2 PARTICAO DA UNIDADE

De acordo com (Oden and Reddy, 1976), uma classe de funcdes ¢;(x) em um dominio
Q2 em R", cuja envoltdria é formada pela unido dos conjuntos abertos {G; };.Vzl, forma uma
particao da unidade se apresentar as seguintes propriedades:

1. wj<.’l3) € COOO(G])
2. 305 () =1
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3. ¢(x) > 0em Q;
4. Todo sub-conjunto compacto de (2 intercepta um ntimero finito de suportes de ; ().
Este conjunto de propriedades € bastante restritivo, por esta razao, nas interpretagcdes rea-
lizadas para o Método das Nuvens hp, o MEFG e o MEF, considera-se que somente a segunda

propriedade € essencial. Com o atendimento a essa condi¢do, garante-se a convergéncia da
aproximacdo a medida que novos pontos sdo acrescidos ao dominio (Barros, 2002).

2.1 Funcoes de Shepard

As fungdes de Shepard foram desenvolvidas por (Shepard, 1968) e foram empregadas na
construcdo da particdo da unidade de diversos métodos sem malha, entre eles o Método das
Nuvens hp (Duarte and Oden, 1996b,a). A PU construida a partir das fun¢des de Shepard é
definida por:

(@) = Wile —2;)/ > Wiz — x,) (1)

r=1

onde W; € a fungdo peso. A funcdo I¥/; possui suporte compacto, isto €, apresenta valores
diferentes de zero somente para pontos da nuvem w;.

E possivel verificar que:

Wl — 2
Z; i) = {an?(;v ) } =1 )

j=1 o1 Wiz — )

o que garante que 1; constitui uma PU. Os demais critérios que caracterizam uma PU também
sdo atendidos no caso do uso das Fungdes de Shepard com nuvens convexas.

A funcgdo v;, definida acima, herdard das fun¢des peso sua caracteristica de suporte com-
pacto. Além disso, a regularidade de v); € unicamente dependente da regularidade das fungdes
peso (Duarte et al., 2006).

As fungdes da Particdo da Unidade de Shepard sdo capazes de representar exatamente so-
mente uma funcao constante. Por esta razdo, sdo utilizadas fungdes de enriquecimento poli-
nomiais em métodos numéricos, tal como o Método da Nuvens hp, onde a PU de Shepard é
utilizada.

2.2 Funcoes de continuidade C'*° para nuvens convexas

Segundo (Belytschko et al., 1994), a continuidade da aproximag@o 1; (x) definida na Eq.
(1) depende da continuidade da funcdo peso.

Para o caso de uma malha em duas dimensdes, com nuvens convexas e funcdes de aresta
exponenciais, a continuidade C*° das func¢des IW; € garantida pelo uso do procedimento de
Edwards original (Edwards, 1996). A particdo de unidade € obtida da forma descrita a seguir.
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Inicialmente, sdo definidas as fung¢des de aresta, &?j,i(m), associadas com a nuvem w;. Tais
fungdes tendem a zero suavemente a medida que se aproximam da aresta ¢ € sA0 maiores que
zero em pontos do interior da nuvem.

e s @™ § >0

0 s 5](:13) SO

def
gji(m) =

3)

onde v é uma constante positiva e &;(x) = n; - (x — b;) € a distncia entre a posi¢ao x e a aresta
j, conforme Fig. 1.

Figura 1: Nuvem convexa

Com o objetivo de garantir que todas as fungdes de aresta possuam o mesmo valor em um
mesmo ponto ; da nuvem, ou seja, €;,(x;) = ¢;,(x;) para todas as arestas i e k de wj, é
definido o vetor n;:

1_27 1/’7
ni=< = ) N (@ — B[ @

onde 7; € um vetor unitdrio na aresta ¢ que aponta para o interior da nuvem e 3 € uma constante
positiva. A fung¢do peso W;(x) é definida pelo produto das fun¢des de contorno da nuvem:

M;
Wi(x) = e% H g;i(x) )
i=1

onde M; é o nimero de arestas da nuvem w; e ¢; = M, (1 —27/In )~ é um fator de escala
(Duarte et al., 2006).

A PU ¢ finalmente obtida ao se substituir a expressao (5) em (2). A fun¢do aproximadora
resultante tera continuidade C'*° nos nds de nuvens convexas.
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2.3 Funcoes de continuidade C* para nuvens nio convexas

Para nuvens ndo convexas as fungdes de aresta definidas anteriormente apresentardo valo-
res nulos no interior da nuvem, o que conduziré a valores nulos das fun¢des peso no interior da
nuvem. Para contornar esse problema, as fungdes R (Shapiro, 1991) foram empregadas em (Du-
arte et al., 2006) na criacdo de fun¢des peso adequadas para nuvens ndo convexas. As funcdes
R sdo fungdes booleanas, reais e com propriedade de terem seu sinal definido completamente
pelos sinais de seus argumentos. A funcdo definida a seguir € a fung¢do conjuncdo R com dois
argumentos:

der 1
@vin) ® g (o4 y+ VaT e = 2aay) (o +) ©)

onde —1 < a(x,y) < 1 é uma fungdo simétrica arbitraria, V é o operador 16gico da conjungio
“ou”e k € um inteiro positivo.

Neste trabalho, serd empregada a seguinte fung¢io R (R5):
k dﬂf 2 2 2 2\ k/2
(zVey) = (z+y+ Va2 +y?) (2° + ) (7)

Esta fungdo € analitica em todo dominio, com exce¢do da origem z = y = (. Na origem, ela é
k vezes diferencidvel. Além disso, a propriedade

. =0 zrz=0andy =0
(z Vi y) )
>0Vax>0ory >0

possibilitou a utilizacdo em (Duarte et al., 2006) desta funcao na constru¢cdo de uma nova fungao
de aresta associada a duas arestas adjacentes da nuvem nao convexa correspondente ao no re-
entrante.

Por exemplo, para os lados m e n da nuvem da Fig. 2, a funcao de aresta sera:

def (Ejm(®) V§ £jin ()

(gjm(x;) V§ €jn(a;))

€jmn(T)

€))

O termo no denominador € o fator de escala e £ € uma constante inteira escolhida de acordo
com o grau de suavidade desejado para a fungdo. Ao utilizar-se a fun¢@o ¢; ,,,, () no lugar de
g;m(x) e €j,(x), um nova expressao é obtida para a fun¢do peso W;(x):

M;
Wix) = | e [[ (@) | €jmn() (10)
=1

A funcdo acima definida ndo apresenta valores nulos no interior da nuvem e serd no minimo
diferencidvel k vezes.
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Figura 2: Nuvem nao convexa

3 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS MOVEIS (MMQM)

O Método dos Minimos Quadrados Mdéveis (MMQM) ou Moving Least Squares (MLS) é
um método de aproximac¢do numérica introduzido por (Lancaster and Salkauskas, 1981). Trata-
se de uma variacdo do Método dos Minimos Quadrados (MMQ). A diferenca bésica entre os
dois métodos é o emprego, no MMQM, de uma fun¢ao de ponderacdo que acompanha o ponto
onde se deseja definir a aproximagdo. Uma importante caracteristica das fun¢des obtidas por
essa técnica € o fato de constituirem uma particdo da unidade (Barros, 2002). Além disso,
a funcdo aproximadora € continua e suave no dominio do problema e pode-se produzir uma
aproximacao com a ordem desejada (da Silva, 2012).

Figura 3: Método dos Minimos Quadrados Mdveis

Considera-se o problema de uma fungdo continua u(zx) : 2 — R, (n = 1), que deve ser
aproximada conhecendo-se apenas seus valores «; em um conjunto de pontos nodais Qy =
{wj}j-vzl, x; € Q. A Fig. 3 apresenta esse problema como um ajuste de curvas em campo
uni-dimensional. Vale ressaltar que, no caso geral, é vdlido {2 em R", paran = 1,2 ou 3.

Em cada posi¢do « do dominio, uma aproximagao local % () deve ser definida empregando-

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



D. PINHEIRO, F. BARROS, R. PITANGUEIRA

se um sub-conjunto de n(xz) < N pontos vizinhos Q,zy C Qy. Do sub-conjunto n(x) fazem
parte os nds pertencentes ao dominio de suporte de x.

A aproximagio local @(x), para cada posi¢cao x do dominio, pode ser expressa na forma
de uma combinag@o linear de uma base de fungdes P = {p;}1*,, (m < n(x)), segundo os
parametros o;:

m

u(e) ~ i(x) =Y pi(x)oi(z) = p'(z)a() (11)

i=1

Emprega-se geralmente uma base de monémios P capaz de gerar um espaco de polindmios
completos até o grau k.

. ~ . l
Seja W; uma funcdo peso de suporte compacto, ou seja, W; € Cj(w;), onde [ representa
a continuidade de W}, w; a nuvem do n6 x; que coincide com a regido em que a fungdo peso
¢ definida e o zero indica que a fun¢do tem valor ndo-nulo apenas no interior de w;. A fung¢do
W; permite que os nds mais proximos de = contribuam mais do que os distantes do ponto de
interesse.

A fungdo J(x), definida a seguir, é composta pelas distancias entre u(x) e u(x), pondera-
das pelas fungdes 1W;. No MMQM, minimiza-se a fungdo J(x) para encontrar os coeficientes
a(x).

J(@) =" Wiw - x;){u; — i)}’ (12)

j=1

Participam da soma acima somente os n(x) pontos nodais z; cuja regido de influéncia w; con-
tenha @. Os coeficientes a(x) sdo determinados por:

a(@) = ) A (@)B;(2)y; (13)
onde:

A(w) = Wi(x —z,)p(z,)p" (x,) (14)

Bj(x) = Wj(x — z;)p(x;) (15)

Sendo assim, reescreve-se a aproximacao (11):

()
u(e) ~i(z) =Y di(x)u; = 8TU (16)
j=1
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sendo ¢; um elemento genérico da base de fungdes de aproximagdo, com 0 mesmo suporte w;
das funcdes peso e definido por:

¢;j(x) = p'(x)A™ (x)B;(x) (17)

Definem-se os seguintes vetores de parametros nodais e de func¢des de forma:

e (18)

I A (19)

A existéncia da inversa de A(x) depende da conveniente defini¢do dos R; de modo que
respeite a condi¢do n(x) > m. Tal condi¢do é necessaria mas ndo suficiente (Duarte, 1996),
além de restringir a liberdade de definicao da distribui¢do nodal. O enriquecimento polinomial
da aproximacao pode ser obtido aumentando-se o grau maximo do espaco de polindmios ge-
rado pela base P com a introduc¢do de novos termos. Este procedimento, entretanto, produz
matrizes A(x) de elevada ordem encarecendo computacionalmente a técnica de aproximagao.

A forma e o tipo das fung¢des de ponderagao WW; t€m grande influéncia na construgdo da
aproximacdo, sendo diretamente responsdveis, em combinacdo com a base P, pela sua conti-
nuidade. Pode-se demonstrar que:

ki .
i(z) € O™ (w;) se PeCiw) (20)
Wj(z) € Cy(wy)

Para uma base de fun¢des P, = {1}, obtém-se a classe de func¢des de Shepard.

4 METODO DAS NUVENS HP

Em (Duarte, 1996) é proposta uma nova classe de func¢des de aproximagdo denominada
de Funcdes das Nuvens hp. Estas funcdes sdo construidas a partir do enriquecimento das
aproximagdes do MMQM multiplicadas por funcdes linearmente independentes. As fungdes
obtidas por esse procedimento formam uma PU.

Considera-se que as fung¢des de aproximacao (17) tenham sido obtidas a partir de uma base
P, = {p;}, de m mondmios que geram o espago polinomial de grau méaximo k, denominado Py.
As fungOes que constituem a familia de Nuvens-hp %?”\}p , que aproximam qualquer polindmio
de ordem menor ou igual a p > k£, sdo definidas como:

g E (g (@) 1Y, U (o (@)pi(a) Y s

i=m+1,---,q(p);pi € Py —Pr;p >k}

21
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onde P, € o espago polinomial de grau méaximo p gerado pela base P, = {pi};fipf formada
por ¢(p) mondmios. A fim de tornar a aproximacio independente das dimensdes do problema,
¢ aconselhdvel que os mondmios P, — P; sejam normalizados e anulados nos pontos nodais
associados as fungdes da PU {¢; (w)}évzl Em R, por exemplo, o polindmio de grau 7 em x € s
em y, que enriquece a PU associada a um né x;, é:

pii(e) = (x _f”') (y_y”) (22)
’ h; hj

sendo hj e h? dimensoes caracteristicas da nuvem em x e y, respectivamente.

As fungdes de enriquecimento sdo geralmente polinomiais, mas podem ser de outro tipo,
dependendo do tipo de aproximacao que se deseja obter.

A fun¢do aproximadora do Método das Nuvens hp, obtida através da substitui¢do das
fungdes definidas em (21) na aproximacao (16), tem como expressao final:

N q;(p)
j=1 i=m+1

onde sdo definidos os vetores de parametros nodais e das fungdes de forma seguintes:

T def
U = [U1 bimsr - b1q1 Uy by e quN
(24)
7 &
- O1 PimaPr pllq(p)¢1 o ON PNmy1®N - quN(p)¢N
onde bj;, i = m+1,---,g;(p) sdo novos pardmetros associados a ; devido ao enriquecimento.

Esses pardmetros podem variar para cada nd. Sendo assim, a quantidade de funcdes vinculadas
ao no x; € representada por ¢;(p), ou seja, € fungdo do né e da ordem polinomial maxima p que
se deseja representar.

Em (Duarte and Oden, 1996b) demonstra-se que, se o conjunto {¢;(x)}7_, forma uma PU,
a fungdo u,(x) pode aproximar exatamente qualquer elemento do espaco de P,. O emprego
da notagdo wu,(x) no lugar de u(x) em (23) indica que a aproximagdo construida representa
exatamente polindmios de grau maximo p. A forma @(x) serd reservada para os casos gerais,
incluindo aproximacdes capazes de reproduzir fungdes nao-polinomiais, o que ocorre quando
outros tipos de fungdes multiplicarem a PU. Nesse caso, a expressao (23) € substituida por:

N 4;
j=1 i=1

onde L;; corresponde a "i-€sima”’fun¢do que multiplica a PU do n6 x;, podendo ser polinomial
ou nao, € g; representa o numero de fungdes L;; utilizadas. Para essa representagdo geral, o
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vetor das funcdes de forma definido como:

def
QT é le L11¢1 T L1q1¢1 e QbN LN1¢N e LNqNng (26)

Nas aplicacOes das aproximagdes de Nuvens-4p de (Duarte, 1996) e (Duarte and Oden,
1996b) foram empregadas as fungdes de Shepard para se construir a PU {¢;(x) ;vzl. Como
Jé& observado, tais fun¢des geram aproximacgdes bastante pobres. Entretanto, apresentam como
vantagens a facilidade de implementacdo em qualquer dimensdo e o baixo custo computaci-
onal, pois ndo hd necessidade de se inverter a matriz A(x) em cada posi¢do de cdlculo da
aproximacgdo @ (x). As func¢des de Shepard simplificam o processo de constru¢do da PU a ser
enriquecida. Desta forma, um desempenho computacional superior ao das funcoes de MMQM
€ obtido sem perda da qualidade da aproximacao.

5 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS (MEFG)

De acordo com (Duarte et al., 2000), o MEFG foi proposto independentemente por: Babuska
e colegas com o nome de Método dos Elementos Finitos Especiais em (Babuska et al., 1994) e
como Método da Particdo da Unidade em (Melenk and BabuSka, 1996; Babuska and Melenk,
1997); e por Duarte e Oden como uma formulagdo hibrida do MEF, em (Duarte and Oden,
1995), (Duarte, 1996), (Duarte and Oden, 1996b), (Duarte and Oden, 1996a) e (Oden et al.,
1998). De acordo com (Barros, 2002), a denominacao de Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados foi empregada primeiramente por (Melenk, 1995).

Trata-se de uma particularizacdo do Método das Nuvens hp. O MEFG € considerado uma
ponte estre os Métodos sem Malha e o MEF por estrategicamente utilizar as fun¢des de forma do
MEF como PU e enriquecé-las a maneira do Método das Nuvens hp. Desta forma, contorna-se
os principais problemas inerentes aos Métodos sem Malha, a imposi¢ao de condi¢des de con-
torno e a integracdo numérica custosa, € a0 mesmo tempo, aproveita-se avancos dos Métodos
sem Malha como o enriquecimento.

No MEFG, as fung¢des de aproximagdao do MEF passam a ser interpretadas como PU. A
qualidade da aproximacdo € aprimorada através da multiplicacao da PU original por funcdes de
enriquecimento tipicamente utilizadas no Método das Nuvens hp. (Alves et al., 2013)

Considera-se uma malha de elementos finitos em duas dimensdes definida por n pontos
nodais{z;}, = 1". Em seguida, define-se a nuvem w;, formada pelos elementos que possuem o
no x; em comum. A Fig. 4 apresenta o esquema de enriquecimento da Particdo da Unidade em
R? para a nuvem w; . Nesta ilustra¢do, encontram-se representados a PU de ordem 1 geradora de
uma aproximacio C°, uma fun¢fo especial arbitrdria e o resultado do produto entre essas duas
fungdes. A funcdo resultante apresenta as caracteristicas aproximadoras da funcao especial, ao
mesmo tempo que herda o suporte compacto da PU. Sendo assim, constréi-se uma aproximagao
global, obtida em um dado elemento pela combinacdo das fun¢des produto relativas a cada nd,
sem que seja penalizada a continuidade (no caso do tipo C°) entre os elementos. Desta forma,
os elementos se mantém conformes.

Define-se a familia de Nuvens-Ap para o MEFG:

SN = {Nj(2) L, U AN () Li() } L, i € 95} (27)

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



D. PINHEIRO, F. BARROS, R. PITANGUEIRA

Funcdo Produto

~ Aproximacao Local

Particdo da Unidade

Figura 4: Esquema de enriquecimento da Particao da Unidade (Barros, 2002)

utilizada para construir a seguinte aproximagao:

N 9
i) = Y Nj(@) qu;+ Y Lis(@)byi ¢ = TU (28)
j=1 i=1
onde:
def
Ut = [Ul b o bigy Uy by e bN%']
(29)
def
" = [9251 LuNiy - LNy - oy LNy - LN‘UNN]

Assim como no Método das Nuvens hp, se as func¢des L;; forem todas polinomiais, €
. 1 k=1 . . ~ o~ . .
definindo a familia S, *. Sendo assim, a aproximagdo @ serd representada de modo particular

como.:

N 2;(p)
up(w) = Y Nj(@) S wy+ > pji(a)by; p = ®TU (30)
=1 i=1
onde:
def
e = [¢1 puNi o PNt o dn PNy o Pg NN ] ©1)
6 INSANE

O INSANE € um projeto de software livre em desenvolvimento no Departamento de En-
genharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais que visa disponibilizar um
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ambiente computacional de c6digo aberto, com caracteristicas tais que facilitem sua expansao
e manutencao. A linguagem JAVA ¢ utilizada no desenvolvimento das aplicacdes do INSANE.
Por possuir vantagens como a portabilidade, que possibilita a criagdo de um software cujo
funcionamento independe do sistema operacional, e o suporte ao paradigma da Programacgao
Orientada a Objetos (POO), a utilizacao da linguagem JAVA favorece a expansao do software e
o trabalho em equipe.

Como enunciado, o INSANE ¢é um software orientado a objetos. Esta caracteristica possi-
bilita o tratamento de forma geral de entidades como fun¢do de forma, elemento finito, ponto
de integracdo, modelo de andlise, modelo constitutivo, entre outras (Penna, 2011).

O ntcleo numérico do INSANE € estruturado pelas interfaces Model, Assembler e Solution
(ver Fig. 5). Estas interfaces representam, respectivamente, o modelo discreto, o procedimento
de montagem do sistema de equagdes e a obtencdo dos resultados numéricos. A interface Per-
sistence € responsavel pelas operacdes de entrada e saida de dados, além da comunicag¢do com
o pré e o pos-processamento. (da Silva, 2012; da Fonseca, 2008)

java.util.Observer

PAR

<<interface>>
Persistence

<<interface>> <<interface>>
Observable Observable

I 1

] |

] 1

] ]
<<interface>> <<abstract class>>

Model Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 5: Nicleo Numérico do INSANE (da Silva, 2012)

A forma na qual é construida o INSANE torna possivel a implementacdo de varios tipos
de modelos discretos, tais como Método dos Elementos Finitos, Método dos Elementos Finitos
Generalizados, Método dos Elementos de Contorno, Método sem Malha e suas variagdes (ver
Fig. 6).

Conforme enunciado em (da Silva, 2012), a classe MfreeNode é derivada da classe Node do
MEEF (ver Fig. 7). Além dos atributos tipicos do MEF, MfreeNode também armazena dominio
de influéncia, funcdo peso, fungdes de forma e suas derivadas.

O dominio de influéncia de um MfreeNode € caracterizado por sua geometria e tem a ele
associada uma func¢do peso. Conforme mostra a Fig. 8, os dominios de influéncia inseridos
no INSANE por (da Silva, 2012) foram os dominios radiais e tensoriais. Cada dominio de
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pkg model J

<<interface>> 3¢ ModelDataManager
Model
Z'S - model
Observable

|

I

I

: —le
FemModel

ZIS

| | | |
NonLocalFemModel MfreeModel GFemModel XFemModel

Figura 6: Pacote Modelo (da Silva, 2012)

pkg node J

Node

IMatrix Element

- shapeFuncm

- elemList]

MfreeNoég rd

WeightFunction MfreeModel InfluenceDomain

rav

- influencebomains

Figura 7: Pacote N6 (da Silva, 2012)

influéncia no INSANE deve derivar da Classe Geometry e implementar a Interface Influence-
Domain. Diversos tipos de funcdo peso podem ser associadas aos dominios radiais e tensoriais,
sdo elas: funcdo gaussiana, funcdo bell shaped, funcao linear, entre outras.

6.1 IMPLEMENTACAO DOS NOVOS RECURSOS

Neste trabalho, foi implementado no INSANE um novo tipo de InfluenceDomain, a Classe
Polygonal. Esta nova defini¢cao de dominio de influéncia funciona com as fungdes peso de con-
tinuidade C* e C*° também implementadas. A implementa¢do de um novo tipo de dominio
de influéncia para o Métodos das Nuvens hp partiu do principio do emprego na integracdo

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXX VI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



PARTICAO DA UNIDADE COM ELEVADA REGULARIDADE PARA A ANALISE DE ESTRUTURAS

pkg influenceDomain )

WeightFunction

Tensorial

| Rectangle |

Figura 8: Dominios de Influéncia Existentes no INSANE e inclusao do dominio do tipo Poligonal (adaptado
de (da Silva, 2012))

numérica de uma malha de células em segundo plano. No ambito deste trabalho, especifica-
mente, as células de integracdo empregadas sdo do tipo QuadrilateralCell. Da mesma forma
de que no MEFG uma nuvem é formada pelos elementos que possuem um determinado né em
comum, no Método das Nuvens hp com o Dominio de Influéncia do tipo Polygonal, uma nu-
vem € formada pelas células de integracao quadrilaterais que possuem um determinado né em
comum.

7 EXEMPLOS NUMERICOS

Para validar os recursos implementados e exemplificar seu interesse, o problema da viga
apresentado em (Lee and Bathe, 1993) € empregado. Trata-se de uma viga submetida a seguinte
forga de distribuicdo parabdlica aplicada em sua extremidade:

120y 12092
&= L

(32)

As reacOes de apoio sdo impostas como condi¢gdes de contorno aplicando-se na face x = 0
a reagdo de cisalhamento no valor de —g, e de flexdo através da seguinte distribui¢@o:

240y
N Cc

A estrutura encontra-se auto-equilibrada e os vinculos introduzidos servem apenas para eliminar
os movimentos de corpo rigido.

As propriedades do material adotado, conforme aparecem em (Lee and Bathe, 1993), sdo:
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e Modulo de Elasticidade F = 1,0 - 107 uf /uc?;
e coeficiente de Poisson v = 0, 3;
e cspessurat = 1, Quc;
onde uf = (unidades de forga) e uc = (unidades de comprimento).

A Fig. 9 apresenta esquematicamente a viga analisada.

1 : :

‘|
| L

Figura 9: Geometria, sistema de eixos e carregamento da viga analisada - L = 100uc e ¢ = 10uc (Barros,
2002)

Em (Lee and Bathe, 1993) sdo fornecidas as seguintes expressdes analiticas para as funcdes
de deslocamentos:

1 /120 92 60 240 138 46
(— 2y - —2? - Ty + Ty2 + 120z — Tcy) (34)
C

Yo = BV L
1 40 , 36 , 120 , 36 36 , 46¢
= =g = - i - - 35
Uy ( 7 chy—i— CI+ny+Cy—|—Lx 36y (35)

A solug¢do analitica u,, = 0.008046uc, foi obtida ao utilizar-se a implementagio proposta
com uma unica célula de integracdo, quatro nés coincidentes com os vértices do dominio,
enriquecimento do terceiro grau, ou seja, multiplicanado a PU em cada né por uma base de
mondmios capaz de representar qualquer polindmio com grau menor ou igual a 3. O método da
penalidade para impor as condi¢des de contorno. Embora o método da penalidade tenha sido
utilizado, a construcio do método com as fungdes C* permite a aplicagio direta das condi¢des
de contorno essenciais. Os novos recursos apresentados sdo validados na Figuras 10 e 11.

+0.001038 +0.003115 +0.005191 +0.007267
0 +0.002076 +0.0041353 +0.006229 +0.005046

Figura 10: Deslocamento vertical v, - 1 Célula - Enriquecimento do 3° grau

Com o objetivo de explorar as vantagens das funcdes de aproximacdo de elevada regu-
laridade inseridas no INSANE neste trabalho, uma série de modelos do MEFG e do Método
das Nuvens hp Cj com quatro células de integracdo e com diversos graus de aproximacdo foi
analisada. Nas terceira, quarta e quinta colunas da Tab. 1 sdo mostrados os resultados destas
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—

-{3.03261 -27.097091 +34.8364¢28 +96.773347
-120.00037 -56.064831 +3.870868 +65. 806188 +119.939767

Figura 11: Componente de tensio normal na direcao x, o, - 1 Célula - Enriquecimento do 3° grau

andlises em termos de deslocamento em y, energia de deformagdo e componente de tensao nor-
mal maxima o, ymq., respectivamente. A segunda coluna indica o grau da aproximagdo empre-
gada. Para os modelos do MEFG, o grau da aproximac¢do p corresponde a um enriquecimento
até o grau p — 1. Para os modelos do Método das Nuvens hp, o grau da aproximagao n corres-
ponde a um enriquecimento até o grau p. O enriquecimento nestes casos significa multiplicar a
PU em cada n6 por uma base de mondmios capaz de representar qualquer polindmio com grau
menor ou igual a p— 1 para o MEFG e p para o Método das Nuvens hp C.. A diferenca de abor-
dagem entre estes dois métodos estd no fato de no primeiro a PU j4 ser linear. Sendo assim, para
se obter uma aproximacao de grau p, torna-se suficiente multiplica-la por mondmios de grau até
p-1. Por outro lado, no Método das Nuvens hp C}, a PU é racional e exige a multiplicacdo de
mondmios até a ordem p para se ter uma aproximagao com esta caracteristica.

Tabela 1: Resultados do MEFG e do Método das Nuvens C},

Método grau da aproximacao Uy U Oza,maz
Solugdo Analitica 3 0.008046 0.08064 119.9997
MEFG 1 0.000756 0.00757 8.761408
MEFG 2 0.007702 0.07745 100.1411
MEFG 3 0.008046 0.08064 119.9997
Meétodo das nuvens hp C}, 1 0.00316  0.03274 31.52400
Método das nuvens hp Cj, 2 0.00780 0.07845 104.67309
Meétodo das nuvens hp Cj, 3 0.00804 0.08064 119.22664

As Figuras 12 a 17, a seguir, mostram a distribuicao de tensao o,, para cada um dos mo-
delos analisados. Por meio dessas imagens, € possivel verificar que a aproximacdo do 1° grau,
tanto no MEFG quanto no Método das Nuvens hp C, ndo € suficiente para representar adequa-
damente a solucao do problema com o nivel de discretizacdo adotado. Entretanto, observa-se
que o modelo de aproximagao do 1° grau com as fungdes C} apresenta resultados ligeiramente
melhores em termos de deslocamentos e tensdes maximos, além de apresentar distribui¢ao de
tensoes continua, ainda que incorreta.

As aproximagdes do 2° grau, mostradas nas Figuras 14 e 15, apresentam solugdes de qua-
lidade semelhante no que diz respeito aos deslocamentos. Entretanto, as tensdes no modelo
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-B.5152348 -1.962829 +2.54940 +7.081781
-, 71408 -4, 243060 +HD.EBIETT +4 015611 +0. 701408

Figura 12: MEFG - Componente de tensdo normal na direcio x, o, - 4 Células - Aproximacao do 1° grau

[— T —
— [——

-23.38872 -7.118285 +9.152151 +25.422587
-31.523938 -13.253a02 +1.016933 +17.267369 +31.524

Figura 13: Método das nuvens hp Cj; - Componente de tensio normal na direcdo x, o,, - 4 Células -
Enriquecimento do 1° grau

do MEFG continuam descontinuas e inferiores as obtidas pelo Método das nuvens hp C. A
continuidade das distribui¢des de tensdo nos modelos com as funcdes C', colocam em evidéncia
a utilidade deste tipo de aproximacdo para analise ndo-linear fisica.

Ambos os modelos com aproximacdes do 3° grau deveriam ter solugdes coincidentes com
a solucdo analitica, como ocorre com o modelo do MEFG. Atribui-se o pequeno erro encon-
trado na solu¢cdo do modelo com as fun¢des C a erros advindos da integracdo numérica e
utilizagdo, para os Modelos do Método das Nuvens hp deste trabalho, do método da penalidade
para aplica¢do das condi¢des de contorno em deslocamentos.

I
I —

-74.2398143 -ZZ.612445 <Z9.073258 <60, 758981
- 100141 -48.435297 +3.230408 =54, 91611 +100.1411

Figura 14: MEFG - Componente de tensao normal na direcio x, o, - 4 Células - Aproximacao do 2° grau

8 CONCLUSOES

Foram abordados conceitos importantes referentes a Particdo da Unidade, as Fungdes de
Shepard e as fungdes peso de elevada regularidade. Sao também abordadas as principais ca-
racteristicas do MMQM, do Método das Nuvens hp e do MEFG. Foram apresentados detalhes
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-77.6B57693 -23.633898 +30.330096 +84.414091
-104 6353 -a0.645833 +3.376093 +07.402034 +104.673083

Figura 15: Método das nuvens hp Cj; - Componente de tensio normal na direcdo x, o,, - 4 Células -
Enriquecimento do 2° grau

-G89.03132 -27.096619 +34.638681 +36.773381
-119.99957 -0G.06427 +3.871031 +63. 306337 +119.999713

Figura 16: MEFG - Componente de tensdo normal na direcdo x, 0., - 4 Células - Aproximacio do 3° grau

|

-85.45506 -26.913741 +34. 615577 +36.150836
-119.222719 -57.687401 +3.847918 +B5.383236 +119.22664

Figura 17: Componente de tensdo normal na direcao x, o, - 4 Células - Enriquecimento do 3° grau

da implementagdo no INSANE de um novo tipo de dominio de influéncia para os métodos sem
malha, em especial para o Método das Nuvens hp. Os novos recursos foram validados e sua uti-
lidade para a andlise fisicamente ndo-linear de estruturas foi evidenciada através dos diagramas
de tensdo continuos obtidos por meio do emprego das funcdes de elevada regularidade.
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